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PROL OGO

Envnoviembre de 1970, el suscrito tuvec 1la opcriunicad ds dictar
una serie de lecciones sobre Dinamica de Poblaciones Marinas.
en el Instituto del Mar, = una parte de su perscnal y a prnfe-
sionales dc otras entidades.

Los apuntes de clase Tueron tomados por la bic

-

iogo, Srita. lsa-
bel Tsukayema, con una diligencia y habilidad que mereccn nues-
tro reconocimienton Estos apuntes fuewron wrevisalos por el au-
tor para los fines de la presente pﬁblicac;on9 dz modn que el

“

asume completa respcnsabilidad sobre los errores que nudieren
nabarse deslizado,

5]

Aungus la bibliografia consultada ha sido extensa, la prepara-

¢idn de las lecciones ha requerido tan sdlo de unos doce titu-

los., FEn el modelo no-analitico, como es el logistico de Verhulst-

Péar19 las publicaciones de M, B, Schaefer fusron de la rayor

Lo

vtilidad y de entre éllas muy pa“tlcularmbnuU: "Soms aspccts

of the dynamics of populations important to the management of

the commercial fisheries® (195%), la cual, de hecho. sirvid pa-
ra ilustrar numéricamente la metodologia de este modelo de dind-

b

mica de pnoblacion.
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En el caso de los modelos analiticos, recurrimos-especialmente

a los trabajos de J. A. Gulland (1969), G. Saetersdal (1963),

R. J. H. Beverton y S. J. Holt (1957) y éspecialmente las lec-
ciones de R, J. H. Beverton: '"Notes on the use of theoretical
models in the study of the dynamics of exploited fish populations™
(1954), de los que se han extrafdo varios ejemplos numéricos y

graficos.

Las tablas para el cdmputo del rendimiento fueron objeto de
dos lecciones y a este respecto resultd de gran ayuda la publi-

cacidn "Tables of Yield Functions'" de Beverton (1966).

En lo concerniente a los comentarios que fue indispensable ha-

cer sobre la dindmica de la anchoveta peruana (Bngraulis ringens

J.) fueron de invalorable ayuda los trabajos de M., B, Schaefer
(1957 y 1970), G. Saetersdal y J. Valdivia (196%), J. A. Gulland
(1968) y L. K. Boerema y dtros (1965).

Finalmente, los aspectos generales de la ecologia de la anchove-
ta pudieron ser expuestos ventajosamente gracias a la publica-
cidn de R. Jorddn S. y A. Ch. de Vildoso: "La anchoveta (EBngrau-
lis ringens J.) conocimientoc actual sobre su biologfa, ecologia

y pesqueria" (1965),

Las lecciones son ofrecidas con el méximo detalle matemdtico,
con la finalidad de que las derivaciones de las fdrmulas sean
comprendidas con mayor facilidad adn por quienes no tienen ape-

go a las matemdticas.

/S e



Abrigamos la esperanza de poder continuar estas lecciones en el
futuro inmediato, incorporando nuevos modelos de dindmica de po-
tlacién como el de Pella-Tomlinson (1969) y otros aspectos impor-
tantes como los relativos a la metodologfa censal y la teorfa y
modus operandi del muestreo estadi{stico en los estudios poblacio-

nales.

Nos habremos de sentir muy complacidos si la presente publicacidn
contribuye a promover el interés por el campo de la dindmica de
las poblaciones ya que él estd llamado a desempeflar un rol cre-
ciente en la explotacidn racional y cientifica de los recursos

bidticos renovables del mundo entero.

Concluimos agradeciendo al Comandante Jaime V4squez Ba.y al Co-
mandainte Alfredo Freyre V. y al Dr. Jorge Sdnchez R., Presiden~
te del Directorio, Director General y Director Técnico respecti-
vamente, del Instituto del Mar del Perd, por habefme otorgado
el sefialado privilegio de dictar estas lecciones en el seno de
una institueidn que es, en nuestro oafs, ejemplo de trabajo me-

tddico y de indiscutible austeridad cientifica.,



CURSO DE DINAMICA DE POBLACIONES MARINAS

DE 10S RECURSOS

Los recursos se clasifican en:
s

| Potenciales ~ No renovables Poblacidn cerrada

Recursos < ., L, )
En explotacidn Renovables Poblacion abierta

Recursos Potencigles., -

Son aquellos que no son objeto de explotacidn por parte del

hombre. Estos recursos en el Perd son numerosos.

Recursos en Explotacidn.-

Son objeto de predacidm por parte del hombre.

No Renowableg.-

No se autoperpetdan. Existe una disponibilidad fija del reg

curso que disminuye crn la explotacidn hasta desaparecer. .

Renovables, -

Son los recursos en explotacidn que tienen una tasa reprodug

tiva} gue se autorenuevan y autoperpetdan.

Poblacidn cerrada.-

Es squella poblacidn en la cual se cumple la condicidn de que
una vez que los reclutas entran a la fase explotable se queg

den en dicha fase por el resto de su vida, o sea que no emigran.




Poblacidn abierta.-

Es aquella en la que los reclutas que ingresan a la fase explg
table permanecen temporalmente en élla y después emigran, o que

por lo menos parte de éllos emigra.

Durante el desarrollo de este curso de Dindmica de Poblaciones

Marinas nos referiremos a poblacionenes cerradas sélamente.

MODELOS MATEMATICOS EN DINAMICA DE POBLACIONES

Se clasifican en:

Modelos No analfticos ! Deterministicos
. ﬁ !

Matemdticos Analfticos Probabilisticos o

pmmnmme AP inn

[PP— T

) Estocdsticos
No anglifticoS.~

Estos modelos no examinan separadamente los diferentes factores
que controlan o gravitan sobre la dindmica de la poblacidn que

se estudia.

Andliticos.=-

Estudian separadamente los diversos factores que intervienen en

la dindmica de la poblacién de que se trata.

Andliticos Deterministicos.-

Son agquellos en gque los factores que rigen la modalidad de la
dindmica de poblacidn se consideran constantes, es decir, sus

pardmetros son constantes.



Analiticos Estocdsticos.-

Los pardmetros de la dindmica de poblacidn fluctdan en forma im

previsible,

Modelos No Analfticos.-

Los pioneros de los modelos no analiticos son:

Lotka
D'Ancona p 1800
Volterra .

Pearl l
Verhulst J 1920-1930

Schaefer
etc. ] 1950-1970

Fundamentos de los Modelos No Analiticos.-

En 1931, E. S. Russell formuld por primera vez un modelo matemd
tico elemental. Schaefer al comentar a Russell enumera el siguien
e axioma de Russell: "Cuando los incrementos son iguales a los
decrementos, no hay cambio en el stock", Russell expresd este con

cepto utilizando la ecuacidns

Sy, =8 + (A +G) - (M+ C)
dondeé
. 82 — Magnitud en peso del stock al final del afio
S1 = Magnitud en peso del mismo stock al comienzo del afio
A = Reclutamiento
G = Crecimiento
M — Mortalidad natural

C = Mortalidad por pesca



Este stock estard en equilibrio cuando el stock al final de afio

sea igual al stock del principio del afhio, esto implica gue

| A+G=M+2C

Las imperfecciones de esta ecuacidn son sefialadas por el mismo

Russell:

- A, G, M, C son totales en pééo y no en tasas, y siendo estos
factores dependientes entre si, la ecuacidn no determina, por
ejemplo, en,cuanto varfia un factor al variar otro. Se necesi
tan modelos en que los factores sean independientes y que apa
rezcan en las ecuaciones como tasas, no como simples valores

totales.

- Ademds la ecuacidn de Russell no considera la estructura del
stock en cuantoc se refiere a su composicidn .por tallas y eda

des.

Model Matemdtico de Pearl, Verhulst v Schaefer.-

La ley general de crecimiento de una poblacidn puede expresarse
como sigues

AP £ (P) seeoss (1)
at =

donde f (P) es una funcidn continua, positiva y univaluada para
valores entre P =0y P~ Ls La poblacidn mdxima que puede sopor
tar el espacio y las disponibilidades de alimento. Llamaremos a
£ (P) la tasa natural de incremento.

Una funcidn particular que se ajusta bastante bien a-los datos de

crecimiento para organismos es la logistica de Verhulst, Pearl:




%2:1(1 P (L ~P)eeieees (2)

donde ¢
K1 - constante

P = poblacidn en cualquier nivel
L = miximo valor de la poblacidn
En este caso f (P) es una parédbola, pues en efecto:

| o
dpP L P~ P
& X x,

et

Y = a + bx + &° (ecuacidn de 1a pardbola)

.genera la siguiente curvas

KL

e - e - e e o e o

i)

d,
dt
T / ‘ \
° L/ : L
P —> /2 |
Aplicando el teorema de mdximos y mfnimos se puede demostrar que

L]
]
t
|
]
1
b
]
$
}
i
i
i

dP es un méximo cuando P = L . En efecto si derivamos la ecuacidn
dat 2 /

y la igualamos a cero, tendremos:
d(d_P

dt —-K L—2 P'-—’:O @ 000 o0 e0@
- = K, (3)

&Cudl es el valor de P que satisfaee la ecuacidn (3) 2

Evidentemente L, pues en efectos:
2

K1 L—2K1 L O ¢eo 00000 ()+)




De acuerdo al teorema de m&ximos y minimos, L/2 puede corresponder
Vd . id Y . . P
a un maximo, un minimo o un punto de inflexidn, para esto extrag

mos la 2da. derivada a la ecuacidn:

d2( ap)
at/ _ - 2K1
dp°
Al resultar esta segunda derivada negativa el valor L corresponde
‘ - ) ' 2
a un médximo, es decir, el valor de P al que dP es un madximo es L/2.
dt

Dentro de este modelo se podria hablar de sobrepesca cuando el va
lor de P se encuentra situado a la izquierda de L/2.

Pesca de _equilibrio es la cantidad de pesca que se puede extraer

sin afectar el stock, es decir cuando la cantidad explotada es igual
al incremento natural, o, en otras palabras cuando la tasa de explg

tacidn es igual a dP.
dt

Se acaba de demostrar que cuando P = L, dP es uh”méximo, pero
_ 5 :

[0}

;Cudnto vale dP cuando P = L ?

dt 2
Veamosz
g£=K1L'QL—L)
dt 2 2
e _ XK L 2L - L
dt — 2 2
dr _ K1 L que es la respuesta buscada
dt L »

La integracidn de la ecuacidn (2) se puede hacer del siguiente

modo:




4P _ K,P (L - P)
at

dP _ K,PL - K P

at

4P _ P (XL - K,P) KL _ W
48 _ P (W- KP

-7 -

invirtiendo la ecuacidns

dt . _ 1
dP ~ P (W-K, P)

dt = ap
P 3W—K1P5
multiplicando ambos miembros por W:
Wdt= de .onono(5) ‘
P iW-K1 P) i

Aplicando el método de las fracciones parcialess

wWdt - WaP A + B gn....oi' (6)

P (W—K1P5 =P W-K.P

WGP _ A (W-K,P) + BP
P (W-K,P) P -k, P)

WdP - A (W—KI P) + BP

WAP = AW - AK,P + BP B i

ordenando los términos:

WAP = BP - AK1P + AW

WdP _ P (B - AK1) + AW, como no hay P en el 1er miembro hacemos

(B - AK1) = 0 de donde:




B = AK, , por otra parte:

WdP = AW
dP = A
Conociendo el valor de A reemplazamos en B = AK1

B = 4P K1

Volviendo a la ecuacidn (6) y reemplazando con ella los valores

hallados para A y Bs

__wap  _gp _XadP
P (W-K,IP) P W-K,P

o lo que es lo mismo, segin (6):

Wat = gp + X1 aP
P W K1

Integrando
/ / /
1 '- /K
wolat _ {ap+1 K ap
j PP _
,-’I ,/" / W K1
Wt =1np P -Ky 1n (W= K,P) + C
I%
Wt & C = gn P
W - K1P
Wt - C
e = P s desdoblando
' W - K1P



haciendo e ~C _ Ot

Wt
e C!' = P cveness (7)

W~ K1P

despejando P

P=r o Wt (W - X, P)

wt w
P=Cre™y.o etK,IP

wt |
P+Cle ™ KP_Cg ¥ty

P +Ctelt K1) =Cr g ¥t W

P-Clae™yw .......08)

wtK;l

81 P, es el valor de la poblacidén al comienzo del perfodo t:

1 + C'le

Pb cuando t = o
Volviendo a la ecuacidn (7) y reemplazando P por P,y t por o

Cl = P
W - K1P
o

Conociendo C' reemplazomos en (8)



P wt
o ¢ ‘ Po e W

e Wt

P _. 170 == _
- wt
1+ P Wi W-K,P_ + P e K,
—2=e K
R S WK, P
wit

P w W

p. ©°
wt

- X +P 7

W .ﬁ,z PO 5 e 1\1
pero W = K, L, luego

X, Lt K1Lt
- LP e |1 L P e -
J;J - o) — - o e . (9)
Ky Lt X, Lt
L-PO'F PO e I, + PO ‘(8 _1)

Esta integral da el valor de P (la poblacidn en ndmeros) en
funcidn del tiempo. La curva resultante es una curva sigmoidea
con una asirtota superior en P = L y un punto de inflexidn en

el valor de P para el cual 4P c¢s un mdximo, o sea P = L/2.

|

}

{

M

i

|
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X
i
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Ea la reelidad!gg} se cncusnira algo desplazado hacia la ig
Jdt fmax,

a .
quicrde, por 1o tento la poblacién gue corresponde a este valor

maxino de AP serd menor cue L.
dt <

Observendo el comportamiento matemitico de estas curvas logisti
cas, Schaefer (195%) dice: "A medida que la pesguerfa aumenta
en intensidad, el s%ock P disminuye, ILste decremento en la po
blacidn es una consccuencia necesaria del sumento en el esfuerzo
pesquero, y. ver consigulentey; congtituyve un resultado inevitable
del desarrollo de la pesqueria, V¥ luego afinde: HEL stock v la
correspondiente pasca dz ecquilibric pueden ser mantsnidos en un
valor constantz, wediante la rcgulancidn del esfuerzo peésquero, a

cualquier valor de P menor cun ¥,

aP . KPP {0I~P) =« PHJF ..000.. (i0) dondes

C R NS
Tase de Tasa P = biomasa
incremsn de ]
to natural Pesca 4 F = N° de unidades

Jde esfuerz
pesquero

Hsta tasa de pesca es funcidn del esfuerzo pesquero y serd ademds

proporcional a la poblacidn. Intoncess:



Cuandos el stock:
P g FLf (P) aumenta
PgF>Lf (P) . disminuye
PJF=rf (P) no cambia
dP _ O Pesca de
dt equilibrio
dP _ O Pesca mdxima de
dt maxo equilibrio
- - ‘ sostenido

Pesca por unidad de esfuerzo (C.p.Ue.e.)

Vamos a suponer gue la pesqueria opera sobre el stock de tal for
ma que una unidad de esfuerzo pesquero produce el mismo efecto
relativo en el stock, o sea gue captura el mismo porcentaje del

stock, cuales quiera sean el tiem v lugar en qgue s¢ aplica dicho

3
O

LY]

esfuerzo pesquero. Luego

$F =X, 6F

5 Fis donde: X, — Constante de proporcionalidad

2

F, = Nimero de unidades de esfuerzo pesquero.

por lo tanto: P 4 F = K_PF (11)

2 toouvlo
por tanto: 1la captura por unidad de gsfuerzo es:

PEFe g p e (12)

=%
F



Lo cual significa que la captura por unidad de esfuerzo es pro
porcional a la magnitud del stock. Mds explfcitamente, la .. .
CopsUe.es promedio, durante un perfodo dado de tiempo, serd pro
porcional al tamafio promedio del stock encontrado por la pesqug
ria durante ese perfodo. ILa c.p.u.e. promedio anual, 6 algin
otro perfiodo de tiempo mds corto, se ha empleado ampliamente por
los bidlogos pesqueros para medir cambios relativos en el tamafio
de las poblaciones de peces &, dicho.dé otra forma, la C.p.U.€.
es una forma de medir la magnitud de ia'poblacién, la abundancia
del stock, siempre y cuando la premisa originalmente establecida
se cumpla, esto es, que la c.p.u.e. sea verdaderamente proporcio

nal a la biomasa del stock explotado.

Determinacidn de 1a cendicidn  _en gque se encuentra un stock v

" mdtodos para calcular jos rendimientos de equilibrio.-

dP _ £ (P) =P 4 T
dt

esta ecuacidn fue establecida en (10) con f (P) = KyP (L-P) y
ademds, se establecid ques

8T = K2Ft (Coeficiente instanténeo de mortalidad por pesca),
luego:

db _ 1 (P) - K, F, P,

integrando a lo largo de un afio:



7 ;H 2%
=1 f (P - KFy -
) )
PO to &
_.P1 —_
[P.J _{ ) - KRE
P :
0
Pesca tg
tal duran
_ te el ano
P1 - PO= {(P) - K2 Ft-fs e800a0o e (13)
¥ v y 4 L. ot
AP Pesca Coeficiente
de g instanténeo
guili .- de mortalidad
brio por pesca

De donde se decide que si usamos U para simbolizar la c.p.u.e.

romedio, se cumplird aques:
2 2

~ K. F,_ P -
U _ _3 t __ K, P
P _ % U (Poblacidn media)

2

Ahora bien, una buena estadistica pesquera debe proporcionar:

Ft = - N©¢ de unidades de esfuerzo pesquero en el afio considge

rado.

™=
5|
gl
]

Captura total en un afio particular

U _ CeP.use. promedio
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datos bésicos que permitirdn calcular aproximadamente:s

P, = Biomasa al inicio del afio

P, = Biomasa al final del afio

Relacidn entre la tasa cruda de mortalidad total y el coeficiente

instantdneo de mortalidad total.-

Partamos de la ecuacidén diferencial siguientes

dD _Z N
at = t

que establece que el nimero de muertos en un instante dedo es pro
porcional al numero de individuos presemteg.

En esta ecuacidn tenemos:

D = N° de peces muertos dentro de un periodo dado

t = Tiempo

N = Ndmero de individuos presentes al cabo del tiempo t.

Z = Coeficiente instanténeo de mortalidad total.

Obviamente, si NO es el nUmero inicial de individuos:

Dt = No - Nt
3
Ny = No = Dy

Por tanto la anterior ecuacidn diferencial puede ser escrita asi:

ab  Z (N_ - D,)
it = e} t7 .
_ab _ 4dt ,
T
ot



Integrando entre O y t, correspondientes a O y Dt, respectivamen

te, pondremos:

D, t,

db 7z at

 —
]
]
)
=
o
i
=
Tt
L*‘
|

- 1n (NO - Dt) - (-1n NO)

1in NO - 1n (NO - Dt) = Zt

n Ny a2t
NO - Dt
invirtiendo:
lnNé'th - 7t
N
o)
- A
uze
N
o)
N -2t
L - EE = e 9
NO No

Si ponemos Dy _ a (tasa cruda de m. total)

19

=],

zt

o)




-7t
1 - a= ¢
¢

A
a=1-c%¢ (1)

La tasa cruda de mortalidad total puede tomar valores entre
Oy 1, esto ess

0 a £ 1.

Si a es la tasa cruda de mortalidad total.

1 - a=28, serd la tasa de supervivencia y quedard totalmente

definida asfi:
N
__-t.oonooo (15)

Cémo se determina en la prictica el valor de Z?

Para determinar el valor de Z se emplean las curvas de pesca de
Edser-Varanov, quiénes establecieron que si se efectda una pesca
representati-ra, la curva gque se obtiene al plotear 1ln N contra t

adquiere la siguilente forma:s

1y 1n Mo
In Ny

% (edad) — &



Podemos escribir de acuerdo a lo establecido en (14):

-Zt
a =1-2¢8
-Zt
T - a2 ¢ - S
é
In S = _7¢

y de acuerdo a (15)s

"N 3
1n £t _ =4t
=
o
3
ll’l_IEQ_: 2t
Ny
A % In N,
Ny
7 _ In NO - 1in Nt
t
para t = 1

Z = 1n NO - 1n Nt°

Ejemplo de la aplicacidn del modelo logfstico a la pesguerfa de

Halibut (Hippoglossus vulgaris) del Pacifico Norte. (M. B. Schaefer

(1954): "Some aspects of the Dynamics of Pbpulations important
to the management of the commercial marine fisheries. Bol., IATTIC

Vol. 1 (2), pp. 27-5€).



Como en le ecuacidn logistica del crecimiento empleada por
Schaefer intarviene la constante 1/K29 deberemos eémenzar por
computar esta inversa. Leos experimentos de marcacidn indicaron
para esta pesgueria una tasa cruda de mortalidad por pesca de
47%, luego tenemos:

-0, ¥
q)""? = 1 - 0 ‘t-t(z

O

e = 0.53
el = 0.635
como F. = 494078 skates (en 1926); pondremos:

1/K, = uouo_zéa 778 x 103
0.635

Multiplicando los valores de U de cada afio por 1/K s& obtienen
estimados de P (columna 4% de la tabla). Interpolando entre su

cesivos valores de P, se obtienen estimados del stock al comien

zo de cada afic (columna 5). Las diferencias de los valores para

afios sucesivos indican el aumento o disminucidn del stock que re

sulta de la captura tomada durante el afio (AP, columna 6). De

acuerdo con la ecuacidn (13) se agrega AP a la captura anual pa

ra obtener £ (P), la captura anual de equilibrio correspondiente

a P (columna 7).



Estimados de la

del Pacifico de X2

regidn sur de Cabo Spencer,

captura, de equilibrio para ia poblacidn del Halibut
(Hippoglossus vulga-

ris)
En_miles de libras
:

Captura en|Cep.Usee € Poblacidn {Pesca

miles de |[libras pox Poblacién/ a comienzo| LRCTEMEAL, <]

%ibrag) zskateﬂ nedia de afio to de P quili
Afios K F P U=K,P) | = P AP hrio

2t 20T / © £ (P)

1915 | 44,023 11745 91 W5
1916 | 30,278 1141 88, ,770 90,092 - 1b 082 116,196
1917 | 30,803 81.3 63 251 76 o1o - 10,542 20, ? 061
1918 | 26, ,270 87.0 67, 1686 05 + 195 26,465
1919 46 602 87.8 63, 6140 6oQ - 1,323 45 279
1920 aquSS 83.6 05 oL 6¢ 3+o - 2,100 ?0,258
1921 | 36,572 76,1 59,439 6n 2k - 8,364 98 208
1922 30?4u2 5241 h8 39k 53, R7n - 7,663 819
1923 | 28,008 56.7 Ll 113 h5.213 - 2,645 25 ?6
192% | 26,155 55.3 43,023 u3 568 - 2,101 ah 054
1925 | 22,637 51.3 39,911 L1 ¢67 - 1,360 27,
1926 1 2l 717 51.7 Lo, ;223 %0, .107 S74 23 737
1927 | 22,934 48,9 38, ol | 39,133 - 1,722 21 212
1928 1 25,216 47.3 3/ 799 37, RIEE - 3,530 886
1920 | 24,565 39.8 30, 06u 33, 7881 - 4,900 665
1930 | 21,387 34,7 26,997 28,981 s 272 21 659
1931 ¢+ 21,627 40,5 31,509 29?263 + 5,718 |27, 1345
1952 | 21,983 4ok 38 A?3 34,971 + 4,279 ?6 267
1933 | 224530 5145 40 06 399350 + 2,217 oL S 747
19315 i 50,638 55,1 86 , 467 + 4,240 26 878
1935 1 22,817 624 48 517 45 707 - 311 |22 506
1936 | 24,911 5.3 L “HH 45396 - 778 [2L1132
1937 | 26,024 60,4 46 599 Ll 618 + 5,640 31,66h
1928 | 24,975 68.8 5“ 590 50, 258 + 39 125,01k
1939 | 27,354 €0.5 7,669 bO 297 ~ 2,372 {24,982
19%0 | 27,615 62.7 48 781 +7,925 233 |27, 848
1941 | 26,007 61.1 u7 535 48,158 + 622 126,629
1942 | 24,321 64.3 50, 025 48, , 780 + L,707 {29,028
1ou3 | 55737 73.2 | 56°95c | 53 b8y |+ 7,819 133,130
1944 | 26,517 8l b 65,q33 61 306 + 2,810 29,3/7
1oy 1ol 387 80.5 62, 62° 6l 146 + 39 (2%, kh17
1946 | 29,678 8.5 65 64 185 + 2,100 {31, 1773
1947 | 28,652 85,9 60, 830 6@ 285




P(1915) %; U= 778 x 103 x 117.5 = 91,415 (miles de libras)

Po (1916) — s ; Pi = 91,415 ; 88,770 . . = 90,092 (miles de 1bs.)
8P1916y = Py = P _ 76,070 - 90,09z = - 1#,052 (miles de 1bs.)
£ (Plig16) = Py = Py * KoFeP = - 14,082 + 30,278 = 16,196

(miles de libras)
Ahora tenemos los estimados del stock y la captura de eguilibrio

obtenibles de ese mismo stock pare los afios de 1916 a 1946, Plo

teando f (P) contra 5 se espera que los puntos caigan sobre una
curva que serd une pardbola, si f (E) es la logistica, salvo la in
tervencidn de influencias perturbadoras. En efecto, debido 2 1a
intervencién de factores ambientales aleatorios, errores en las mg
didas, y otras fuentes de variacidn incontrolables, los puntos ten
derdn’a dispersarse alrededor de la curva parabdlica tedrica. Ob
e et—— . - .
servando la tendencia del ploteo de £ (PR) contra P podemos determi
nar la relacidn media que existe entre captura de equilibrio y el
tamafio de la poblacidn. Esto se ha graficado en la Figura 1, donde
los puntos sdlidos corresponden a los -alores anuales de la tabla

y las cruces representan los promedios calculados para cada inter

valo de 10 unidades de U.

Es desafortunado que no se disponeca de datos fidedignos para los
primeros afios cuando la poblacidn era, presumiblemente, mds grande,
lo cual harfa posible estimar capturas de equilibrio para poblacio

nes mds grandes y de esta forma encontrar dbénde ocurre el miximo.



Znte sjemplo pone claramente

bl 4

datos estadisticos adecuados

o’

fagse de dzsarrcllo.

Libras pox Mskate').

Ecrtacidn_ de 1z pardboisz.- La ecuan

Lo=og o b+l

Pera el caso de la ecuacidn logistica en
z2 @ 21 origen de los ejes y &5 convexa,
<7 !‘"‘

luago particnde de la ecuacidn logistica original:

Rl - — :
L %2 (L - P)
Fecro P= 1 U T .o
T ’ )
IO
£
SN - L * - .|
J'C(-'/-’xﬁmmli’w i U}

de manifiesto 1la necesidad de obtener

de la pesqueria durante sus. primeras

la pardbola

2

(a8
T S IR | : Axima
B L, = Jﬁaxu (cepsu.e. maxima)

L / D\ T ;
- P /’ - _!{ U (I'L'!_ - .{I) n 65 068N

(16)

a 1los valores medios

{crucag) de la Figura 1 (con Py £ (P)! en miles de libras v U en

idn general de la pardbola es:

IS



eapt—

f (P) = El LU-K

K2

2
K U

K2

cooses (17)

— e

Y =

b X -

c X

Sean x e Y nuestras variables, construyamos la siguiente tabla:

X Y x2 w=§§_ Xw Xy w2 wy."
100
at e ) @O J e @d? lw SE) | @? 2 w2 1o
100 100 100 100
37.2|20,662|1383.8413.84% 514.848] 768,626 41 191.5456 285,962,08
46,5 ol ,178|2162.25 21.62'1005.330.1'1°h 277.0 467 Loy 522,728.36
53.7 ol ,31312883.69] 28.8%| 1548,708; 1 305 608.1 1 831.7456 701, 1186. 92
62.8 26 311{3943.84] 39. 43| 2L476.204! 11652,330.8 (155+.7249  [11037, o 73
74.8] 30, 669 5595.04| 55.95| 4185.060 9'29h oM. 2 [3130. 4025 1'715 930.55
83.3(26,831]6938.89|69.38| 5779.354| 2'235,022,3 k813,584 | 11861,534.78
2 22907.55 15509. 504 91379,905.3 16989.427%  6'12%,785,42
Reemplazando estos valores en las ecuaciones simultdneass
£x%b +Sxw e = E (xy)
(Txw)b+ 2 w2c1 =2 (wWy)
22,907.55 b+~ {5;509.50k% ¢'= 91379,905.8 (x 15,509, 50L)
15 509.504b + 10,989,427 c'= 611 85 42  (x 22,907.55 )
240 54k, 71k, 306 c! 145,47 71686,525

- 2511740,848.47% o _

140, 303'828 ou8

111196,53%,148 o

il

5,173'858,277



ol — - 5,1731858,077 _ - 462

@ = - 462 _ =« 4,62

0

—
O

=

€=M =_ 460

A

2
2
Reemplazando ¢! en cualquiera de las dos ecuaciones para hallar b,

(en este caso en la 1ra. ecuacidn).

225,907.55 b - 71165,390.848-91379,905.8
22,907.55 b =91379,905, + 71165 ,390,848

b = 16'545,296.648 - 722.26

22,907.55
pero
b=k L, =722.26
2
K2
por tanto

722,26 = 4,62 L,

-

= 722.26 - z {xi
L, Zh 156433 1bs/ .1, BEntre la c.p.u.e. mdximo

L J
Reemplazando estos valores en”la ecuacidn (16), se tiene

£ (P) = 4.62 U (156.33 - U)



a

Ahora para determinar la pesca de cguilibric para cada valor de U,

se construye la siguiente tabla:

U (P
10 6976006
-0 2, )97cu
R0 L o 17 509 8
choo L P8, )
50 ol 563w0h‘”f‘f""ff‘“%- y
60 26,703.6" T
70 57620,
80 286212 8
90 27,581
100 26, 026 O
110 3,94m'
120 2O 143,72
130 581)8
140 10 56u u
150 h ,389,
L, = 156433 . O°O

Esta curva se ha ploteado en la Pilgura 1. Puede versec gue %ienc
ua mérimo valor de 28, 23 millones de libras para la captura de
equilibrio a wna c.p.u.a. de 78,05 libras por skete.

MODELOS ANALITICOS

Modelo de lsverton y Hnit.- Reguiere de mis da%os b4sicos como:

2) Reclutamiento

LeLutamientc CIOLTe L R 52 como la
edac. en que los peces entran al £rea do pesce, sin ser necesaria
rente capturables. Bl nimerc de peaces precedsntes de cada desove
J que entran al drea de pesce lo denotamos con R y a partir de ¢

se momento se las considera como posi-reclutas.

e



Captura de Equilibrio (Millones de Ibs.)

— 29_.

FiG. 1

Relacion entre la Poblacion Media 'y los Estimados de Coptura de Equilibrio
para el Halibut del Pacifico del Sur de Cabc Spencer (Hippoglossus vulgoris)

] T Capturo por

1 I ; 1
5 s0 L 100 L 150  Miliones de lbs.

T ; i
100 150 . 200 Skate en Ibs.



S1 los peces recien reclutados son o no retenidos por las artes de
pesca, depende de las propiedades gelectivas de estas artes. 1ILa
ecad a la cual los peces devienen pescables y por tanto, entran a

la fase de explotacidn se la representa con tp, y al nimero de pe
cce de un desove dado que sobreviven hasta esta edad se les simboliza
cen R1; la longevidad de la especie se la representa con ty (En
ciertos modelos, teéricamente; ty es infinito). E1 siguiente dia

grama ilustra estas definiciones.

! Fase ]
§ I P -
! pre-recluta R asikﬁost recluta ‘ ‘
i sk ; N |
ey ] ¥ ]
§ ‘ t t ! '
1 ¢ Pase de J Fase de ! :
{~ LV N
t ] < pl‘e ’/g'\. l 't A . X
i explotacidn: - eXxplotacion |
t 3 i t ‘
! ; + -3 |

Edad —_——

Dzbe advertirse que miéntras que tﬁ puede ser controlada por el

(]

hombre, t, es un pardmetro con un definidosignificado bioldgico.

Por ejemplo la "Platija" (Pleuronectes platessa) tiene como nur
serias aguas someras en las que vive hasta lés dos o tres afios de
edad, gue es cuando desciende a aguas més profundas (que son las
dreas de pesca) en las cuéiéé sé torﬁéh capturéblasm,;Enmgpnsegueg 7
cia, en‘esta especie se cumple que tp = tpg. In cambio én el

haddock (Gadus aeglefinus) t

"
f=

7

P’



En resumen podriamos anotars
tp = Bdad en que el individuo ingresa al drea de pesca y ho es
. necesariamente capturado.
tpﬁ= Edad en que el individuo estd en el 4drea de pesca y deviene
pescable.

tA = Longevidad o méximo nimero de afios que vive el pez.

R = Ndmero de individuos que ingresa al &rea de pesca.
R' = Ndmero de individuos que ingresa a la fase de explotacidn.

Mcrtalidad.- Puede ser:

| Mortalidad Natural.- Es el efecto combinado de varios factores
setuando simultdnesmente. Factores intrin
secos: senilidad, parasitismo, enfermedg
des. Factores extrinsecos: Efecto de prg
dacidn de una o mds especies predadoras;
aceidn letal de factores fisicos del medio
ambiente.

Mortalidad por pesca.- Efecto de la depredacidn por parte del hom

bre.

COEFICIENTE INSTANTANEQ DE MORTALIDAD NATURAL (M)

R R s ey s L R L

lgﬁ_)=-MNnnoaooo (18) Dondeg
M\dt -
N = Nimero de individuos
T = Tiempo

M = Coeficiente instantdneo

de mortalidad por pesca.



Nt t
N
NO to
Nt t
[ln N J ==« M [dt]
NO to

1n Nt - 1n No =M (t - to)

Si tO = (g
N
In _t_ - Mt
N
o
-Mt
Y _ @ \
N 1
° |
|
J
-Mt |
N, =
T NO e ecovo e (19)

COEFICIENTE INSTANTANEQO DE MORTALIDAD POR PESCA (F)

Supongamos que una embarcacidn con redes arrastreras se encuentre

pescando sobre un stock de individuos bentdnicos distribuidos uni

formemente en el fondo y que esta embarcacidn pesca, en cada arrag

tre;, el mismo porecentaje de individuos; llamemos p a este porcenta
je constante de individuos pescados y N al ndmero de individuos

presentes en el fondo. Por lo tanto:



N° de orden del arrastre Capturados
ler. afrastre pN
2do. arrastre paglN
3er. arrastre ' pg°N

— - can -

Generalizandos

n Hrrastre
(pq )W a ®
N° de captura N° de sobrg
dos en n arrag vivientes al
tres cabo de n g

Si g es una constante podremos

poner: q = g~ 2 g fluctda entre 0 y 1)
n
n
q == (e —a) =g o1
Hagamos:
4
an = F' = gficiencia de la embarcacidn
a = El
n
_Fl 1
4 = e n , pero E_ es muy pequefio, por necesidad, y en estas
n
condiciones se cumple ques
1 )
Lim g = Lim e ’%; 1 - El , esto implica ques:
. . n
a0
a

Lim p = Lim

rrastres.

1-q = 1-0=-F) =

n

il

n

Sobrevivientes

(1"p)N=qN

- . —— O - o

(E1 exponente es negativo porque



Pues bien, habfamos dicho que el nidmero de peces capturados en el

primer arrastre fue pN y reemplazando p por'El y considerando un
n B

arrastre de una duracidn infinitamente pequefia podremos escribir,

utilizando la notacidn del cdlculo infinitesimals

A (H)- 5

Si en lugar de una embarcacidn, fueran r embarcaciones, tendrfamos:

de) r FlON . .e.. (20)
\at

F n

y si consideramos ques

r = Ndmero de embarcaciones que operaron en el afio
1 .. . .

F'= Eficiencia constante de una embarcacidn

n = Nimero constante de arrastres por arno

1

podremos englobar r, F' y n en una sola constante F, asi:

r B = I 4, denotando con F el efecto de la mortalidad causada
= : .

pof toda la flota pesquera,

de donde resulta que (20) devienes

(d_N) “ FN eeeeen. (21)
F \at) =

Integrando:

Nt t
aN _ - F dt
N
N/ vy
A t
] e [+
NO t



ln N, - InN = - F (t - to)

haciendo to = 02

In Nt = - Ft
N
O
-Ft
Nt = e
N
@]

“Ft leoseeees (22)

Por otra parte, como pusimoss

rFP _ p

1 (cF))
n
Esto indica que el coeficlente instantdneo de mortalidad por pesca

es proporcional al esfuerzo pesquero rF1.

1

rF' _ esfuerzo pesquero

any _ o
F\dt
Solo en el caso en que ninguna embarcacidn repita el rastreo donde

otra ya lo ha realizado.

Es de advertir que:

M (Qﬂ\ == MN ¥y F(Qﬂ) _ = FN son aditivos

dt; dt -



-zt
a diferencia de a =1 - ¢ que no lo es.

Solo serd constante F, si el esfuerzo pesquero permanece estabi
lizado.

Habiendo establecido que F1 = AN eecoes (23)

¥y que F = :c-F1
n
Pl o= nF

r

y reemplazando en (23)

an

i

n F

8 = F tiienase (24)

‘Por otra parte, como pusimos:-

q=e "
- a=1ngq
8@ =-1ngq ,

pEEI‘C‘J q=1«0p ,
a = =- 11’1 (1 - p) o.oooco (25)
Combinando (2%) y (25)

=i

=-ln (1"‘p)

F=wriln (1 - p)

pero - In (1 = p) =p ~ p° + nz -
| | 2 3

Fr
+
+

%F%



Esta serie es convergente para pequefios valores de p. En efecto:

llm {l- In (1 - p)] = p 3 entonces 8i p es muy pequeila
p-—0

F = rp
dondes

F = Coeficiente instantdneo de mortalidad por pesca
r = Nimero de embarcaciones

P = Fraccidn de pesca por unidad de arrastre

Por lo tanto, F es proporcional al ndmero de embarcaciones.

DEFINICIONES NECESARIAS

Monto capturado por la embarcacidn considerada

- en un lugar, tiempo y lapso _de tiempo determinados.
roder do _ - m——

pesca Monto pescado al mismo tiempo por una embarcacidn
standard en el mismo lugar y en el mismo lapso de
tiempo que la otra embarcacidn.

Esfuerzo total de pesca.- Puede definirse simplemente como el tiempo

total invertido en la pesca, por toda la flota pesquers durante un
tiempo determinado, por ejemplo, el total de horas standarizadas de

pesca en un afio.

Intensidad de pesca.- Cuando se tome en consideracidn la forma como

sé distribuye el esfuerzo de pesca dentro del drea batida por la flo
ta pesquera, entdrices surge la necesidad de definir el concepto de
intensidad de pesca. Por ejemplo, el total de horas standarizadas

de pesca en un afio por unidad de dwea. BEntdnces, en sentido estricto,

F sdélo es proporcional a la intensidad de pesca.



Acabamos de establecsr que:

any _ _ My
M \at] =

y como M actda entre las edades tp y ty , deberemos poners:

an _~MN ....... (26)
M [d_(t- tp)] B

De otro lado

QH) _ - FN
F\dt)~

y como F sblo actda entre t y t_1:

,[ AN ]==_ o
Fl 4 (¢t - tp1)‘

‘Integrando la ecuacidn ...... (26)

Nt t
al - M d (t - t))
N = : b
{ « Nt -t
1n N]’ = = M -
-]
No t
. }Y
InN, «1InN =M [ t -t - t. -t ]
& n N ( p) ( P p)
UnMe o oM (¢ - t,) E
No '
HL e -M (t - tp)f
N
0
—M (t - t ) IR RN (27)



No es el nimero de individuos a la edad tp y lo representamos con

R, luego (27) deviene:
relacidn gue da el nimero de sobrevivientes (Nt) a partir de R
individuos iniciales (reclutas) cuando sobre éllos ha actuado M
durante el tiempo (t - tp).

Si se desea saber cuantos de estos R sobreviven hasta ser captura

4
dos por las artes de pesca, es decir cuanto vale R', pondremos:
- M - '
R' _ R M (tp1 tp)
Desde tp1 a ty actda ademds de la mortalidad natural la mortalidad

por pesca

R M Rt P
L |I o’ "‘f \'
f t{ tl t|
t o P p! P
De modo similars
dn - (F+ M) ¥
da (t - ¢t -
( p1
Integrando Nt{ t
aN o iF + M a (t - t_1
j B o= -(r 1) (6 = t,1)
i
N, £yt
Nt t
N 1Y

o t 1
p




N, - N = . I -t - - 1
In Ny - 1In o (F + M) Bt -%1) (Hﬂ ty)J

n Np - @F+M) (t- t,1)

N_
o
§L _ e - (F+ M (t - tp1)
NO
- (F+M (t-t1)
Nt_.___NO e b soccee (28)

Pero No es el nimero de individuos a la edad tp1, o sea R1, luego

la (28) resulta:s

ol - (F+ M (t -t 1)
Ne = R e P ... (29)

Con estos razonamientos podemos ya abordar el problema de determi

“nar cual serd el rendimiento total en ndmeros de una clase anual

determinada, a travéds de su vida en la pesgueria, o lo gue es 10

mismo, en su fase de explotacidn.

1 R %N Yy . Némero de individuos t
Clase , N = Nimero de individugs toma
— - —3) dos por la pesqueria duran
Anual t t_ . Fase t, te todo el tiempo que una
P P ge -, clase anual pasa en la fa
explotacion se de expletacidn,

Trabajando ahora_con la ecuacidn

[ aN ]_~ - FN
Flda (t - tp1) - '




y Ccomo, ihdudableménte, la tasa de mortalidad por pesca cohstituye

la tasa de rendimiento del stock, es evidente que podremos poner:

dYN =FN g.oooo-(29 a)
a (t - ot

y sustituyendo N por su valor en (29)

dYN =FR1 e—(F‘FM)w(t—‘tp’[))
d (t - t.1 X ‘
(t - t,1) N,
| Integrando
|
‘ g ty
} d YN = FR
* J .
p
\ t |
Y, _ { FR e~ & FMERF+IDL
/
tp1
Tt _
-~ (E i T
Yy = Rl ~FFME (F + N)tp1
f
tp
t)
Yy = F R e (F + Mt 1 o ~(F + M)t
41
p

1 =(F + 1) (t- tp1) a (&t - tp,)

d (t - tp‘l)

a (t - tp1)

d (¢t - tp1)



- 42 o
t
YN=FR1e(F+M)tp1 e ~(F+ 1Dt [P
F+ M
£,
Yy =F B o (F 0t _(. o ~(F + Mty (_ o= (F + M)tp1)
F+M F+ M
Yy = FFRjr bed (F + M)tp1 [e-(F+M)tp, o o= (P ty ]

Y. = F R1 s -(F + M)tp1 egF + M)tp1__5(F + M)ty o (F + M)tpi]

Y = FR 1 2 ~(F+Mt, + (F+ M)tp1] |
(F + M) (t,1 =ty )

-(F+ M) (tx-t1 ]
. (F + 10 (tx- t,1)

i

|

m—h
¥ = 1

|

(0]

-3

estableciendo que )\ = ty - tp1

Yy = ER E_e-(F+M)x] |

o

¥, Tinalmente, puesto que r' - Re ~M (tp1 - tp)°

Yy ~FRe M (tp'I - tp) ‘[i _e = (F +M)§];.;u.. (30)
F+ M

Esta ecuacidén da el nimero de individuos capturados de una clase
anual determinada durante toda su permanencia en 1a pesquerfia, en
términos de los coeficientes F y My del ndmero de reclutas que

devinieron pescables, R'.



En la prdctica el hombre no sdlo explota una clase anual sino todas
las clases anuales preéentes en el stock en un afio determinado.
Veamos, pues cudl serd la ecuacidn que de el rendimiento anual de
un_stock en equilibrio dindmico, esto es aquel en el que M, F y R1
hayanfpermanecido constantes aktravés'de un numero de aitos igual a
(t;-tpﬂ.l a |

Designemos con R o 2l nimero de individuos de la primera clase anual
que ingresa a la fase de explotacidn. Inmediatamente empieza a ag
tuar sobre estos R1o las mortalidades F y M, y el numero de sobre
viventes en cualquier momento del afio serd B1O e - (F 4+ 1) é, donde
g indica cualquier fraccidn de un afio, pudiendo entdnces variar en
tre O y 1. En consecuencia, para saber cudntos sobfeviven al fin
del primer afio tomaremos el valor mdximo de 4 — 1.

Por 1o tanto, siguiendo estos razonamientos se tiene:
1

R 5 = Primera clase anual que ingresa a la fase de explotacidn.
gl (P Mg |
o ~ Numero de sobrevivieutes en cualquier momento del
primer arno. |
R1o o~(F + M) _ Némero de sobrevivientes al fin del primer afio.
R1O e'(F M, K, e'(F + Mg _ Nimero de sobrevivientes en cual
quier momento del gegundo afio.
R1O =2(F + M) By o~ (F + M) _ (R1o o~ (F + M) R} e) o= F + M) _

Nimero de sobrevivientes al fin

del segundo afio.



’
1 -(F + M) 1 ~(F + M) 3 -(F + M4
(R o © + Ry e + R2) e = Nimero de sobrevi

vientes en cual

quier momento

| del tercer afio.

f R1O 6-3(1? + M) + R} e-2(F + M) + R~12— e--(F + M) _

(R ¢2(F + 1) | o1 ~(F+10) 7l) o~ (F + M) Nimero de sobrg

o 1
vivientes el fin
del tercer afio

Generalizando, el nimero de sobrevivientes N 4 en ctalquier momento

g del afio ) es:

Afio A
+ R; o~(F + M) (A= 3)

N 4 [310 om(F 1D (A1) v ~(F o+ M) (A -2)

~(F+M) (A= ( A=)
cssose + R a_p © .

+RA_1164F+MM.“,“(&)w

En cualquier momento del afio A+ 1, R1o ya no existe y el nimero

de sobrevivientes seri:

N é =[R:: e-(F + },I) (x —1 ) + R12 e—(F + M) (A -2)+a @ 06 © 0 0 0 ® 06 o % a e
‘ Afio X\ + 1 , |
|
| 1 =(F + M) (A= (A=1) ] -(F +M)g.
i +RA_ 1e + Rk] € ¢ EEEEE) (32)

Como hemos supuesto que R1 es constante, es decir que el nuUmero de

. 5 . . r'd
reclutas que ingresa a la pesqueria ¢s siempre igual, se tendra que:

T
R1O:R]=R;.,au,.=31
|




" Este hecho de admitir que todas las R' sean iguales hace que las

-ecuaciones (31) y (32) sean iguales, lo que quiere decir que, al

pasar del afio A a A+ 1, el stock ha llegado a su equilibrio
dindmico.
Factorizando, entdnces, todas las R1.y recogiendo los demds térmi

nos bajo el signo ;E:, podremos escribir la (31) del siguiente mo

dos A=1 .
N ZS = R1 e-(F + M)é E e-(F‘ + M) p eo o 000 (33)
P=0

Ahora veamos cudl es la tasa de rendimiento en nimero en cualquier
momento del afio en gue el stock alcanzd su equilit*rio dindmico

De acuerdo a (2%a) pondremos:

4 Ty g
d 4
y sustltuyendo Né por su valor en (33)

aYy _ Rl o ~-(F + M)g E -(F + M)p
ag

Como nos interesa saber cual es el rendimiento en todo el afio procg

demos a integrar entre 0, comienzo del aflo, y 1, fin del afio:

A1 1

Yy = FR ; SEHWp [ S(F M



A-1 ~ K
-~
p_0 L F+ M
A 0
=1 _ _
n] S, ~F + Mp -(F + M) °
Y., = FR D e (—e ) - {=c
N é__ : v (F+M>
'jf? .
v, = FE ;/K.‘ ~E+mp [ 1]
e - F+ M
p=0
’A:"1 : ..
1 — -
= ey N e E WP F ey (34)
| o p;-‘.'ﬁ
Ahora trabajando sdélamente con la expresidn:
A=1 | |
N - M : a
t e (F + I)p 0e oo 00 (35’) T
p=20

Para simplificar pongamos:

x = o~ (F + 1)

Luego la (35) devienes

A-_1
>

p=0
cuyf_ﬁxpansién ess
- o . o
j> xP = X + X + X2+ X3 + eesoee + X A1 la cual es una serie
p= 0 , geométrica.

y sabemos por dlgebra que la suma de una serie geométrica es:

S =a (£E~:_l) '= a | l_:”ig)
' r - 1 \1 -~




Donde:s
a = Primer término
V4 V.
r = Razon comun
n = Nimero de términos

y aplicando esta férmula a nuestra serie:

A~ 1
:E:: = 1o
p= 0 1 -x
pero como X = o~ (F + M>, la expresidn. anterior resulta:
A= ' X
E xP _ - o= (F + M)
p=0 ;e (F 1)

sustituyendo este valor en la ecuacidén (34) se tiene
v, — [1 o= (F o+ MDA ] (1 - o= (F M)y

F+ M|y 2 on(F+ 1)
YN=FR1 (1 bl e_(!:+ M)Aooouau (36)
F + M
1 e-M(tp1 - t)

pero sabemos que R = R p’, luego:

Yy = ER e—M(tp1 - tp> [1 —‘e_(F * M»‘-].o”.° (37)

F+ M
Esta es la ecuacidn que dd el rendimiento, en nimero de individuos

de un stock en equilibrio en un afio determinado y vemos que €s igual
al rendimiento, en ndmero, de una sola clase anual a travds de todo
el tiempo que ella pasa en la fase de explotacidén, lo que se comprug
ba cotéjando las ecuaciones (30) y (37). Para objetivizar esta

- - < s 2o s .
equivalencia nos remitimos a los dos graficos siguientes:




..4{3_

CASO A :
Considerando una sola clase anual.

Rs7 |

il

Mortalidad por Pesca {F)

/ Mortalidad Natural (M)
¢
R' = Clase Anual de 1957
Rs7 tx = 13 of
Ly : YU aiios
7/ . tp'= 4 afios
A= 9 ofos
YNA =  Suma dz los rectdngulos rayados, que es el
rendimiento de la clase anual de 1957, o
traves de fodo el tiempo que pasa en lo
pesqgueria, esto es, en la fase de explotacién.
.’/ 7770
.”' ,:': Rar
¢4 Rs?

Afio. 1961 1962 1963 1964 1965 1966 1967 1968 1969

CASO B
Considerando e! stock de 1970, compuesto de varias clases anuales.

Rge | _ % Mortalidad por Pesca (F)

4 = Mortalidad Natural (M)

] = Clagse Anual.
ta = 13 afos.
tp = 4 ofics.
A = 9 afios

YNB = Suma de los recidngulos myodos, que
es el rendimiento del stock en equilibrio
dindmico durante el afio de pesca de 1970.

CONCLUSION
YNA = YN

Clase
Anugl : 1966 1965 1964 1963 1962 1961 1950 1959 1958




Se alcanza el equilibrio din&mico cuando los factores gue gravitan
sobre el stock se han estabilizado o sea que R1, F y M se hacen

constantes, durante un ndmero de afios no menor que t - t_1.

je
Dividiendo por R' la ecuacidn (36):
Y [ -
_'N_E F L1 - a (F+M)A] EEREEX] (38)
R! F+ M

Se obtiene el rendimiento por recluta que ingresa a la fase de ex

plotacidn:

Y cqando tp = tp1, R = R1, y en este casos

;N_g F [1_e-(F+M>X]....,,.. (39)
F+ M

da el rendimiento por recluta que ingresa al Zrea de pesca, Trabajan
do ahora con la ecuacidn (38) observamos cdmo varfa:

¥y cuando cambia F, My X

R1

Ejercicio le=

Usando la ecuacidn (38) calcular YN cuando:

M = 0.1, 0.4
tA = 13 afios
tp = 3 afios




Tabla 1.~ Cuando M — O.1

i - i
T I ul £ B A (T 7
N I+ I*§r1=p (F + M)) e-(ﬂ + M)A 126 (I + M)\ Eﬁ
: 1
R
0 0.1 0 1 0.3679 0,640 0
D.2 | 0,3 0,67 3 0. 0498 0.9502 0.637
0.4 0.5 10.80 5 0.0067 0.9943 0.795
0.6 | 0.7 10.86 7 0.0009 0.,9991 : 0.862
0.8 | 0.9 {0.89 9 0.0001 0.9999 . 04890
1.0 | 1.1 0,91 11 0 1.0000 0.910
oo o 1.0 oQ 0 1.0000 1,000
Tabla 2.~ Cuando M = O.4

0 Ok 0 L 0.01833 0.9817 0
0.2 | 0.6 {0,333 6 0.0025 0.,9975 0.332
.4 1 0.8 {0,500 8 0.0003 0.9997 0. 500
0.6 | 1.0 ]0.,600! 10 0 1 0.600
0.8 1.2  {0.667 12 0 1 , 0.667
1.0 | 1.%  Jo.71% | 14 0 1 0.71kL
T o 1 oD 0 "1 : 1

En la figura 2, se representa este ejercicio, el cual indica que
al aumentar el esfuerzo de peésca, al rendimiento por recluta en

’ . . . -
numero aumenta hasta cierto nivel en forma proporcionsl a Fe para

después hacerse casi nulo este aumento.

Biercicio N° 2.~ Usando la ecuacidns
Y N Lt - _
N - ! & - @a (F + M)A]

1F F+ M

? R
|
|

-]
Calculeaer YN

B r
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FIGURA Ne22
(Tablas 1y2)
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:_E_Ejlula Ao"
r | De Tabla 1 De Tabla 2
R I O B
C e o 0 o€
092 Ou637 30185‘ O-)332 10660
0.4 10.795 1.987 0,500 1.250
0.6 10,862 1.436 | 0.600 1.000
0.8 0,890 1.111 (0,667 0,83k
1.0 10,910 0.910 [0.71kL 0.71%
1om 1,000 0 1.000 oF |

La grafica de este cjercicio se muestra en la Figura 3, la cual
pono de manifiestc que 2 medida que aumente el esfuerzo de pesca,
la pesca por reciuta por unidad de ssfuerzo se hace mis pequetia.

Biercicio N° 3.~

] ! a ecuacidn

7 Y f1 ~(F M) (tA =t 1)
e I ~ € P

IR F + M L i
Ciiando

T, =1 afio

bt =1, 2, 4, 6, 8, 10 afios
ty =11 afiosg

o= 0,5

M _ 0.1
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FIG. 3

(Tebta 3)
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0.5
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~

A B ¢ D E F ¢ 5! I J K L M N N 0
1 1 11 0O 0.5 0.1 0.6 0.833 O 10 6.0 0.00248 1,0000 0.8333 0499752 0,8314
2 111 1 0.5 0.1 0.6 0.833 0.1 9 5.4 0.00452 0.9048 0.7537 0.,99548 0.7502
L o1 11 3 0.5 0.1 0.6 0.833 0.3 7 4.2 0.01500 0.7%08 0.6171 0.98500 0.6087
6 1115 0.5 0.1 0.6 0.833 0.5 5 3.0 0.04979 0.6065 0.5052 0.95020 0.4%798
8 1 11 7 0.5 0.1 0.6 0.833 0.7 3 1.8 0.16530 0.4%966 0.4040 0.83470 0.3373
10 1 11 9 0.5 0.1 0.6 0.833 0.9 1 0.6 0.54881 0.4066 0.3390 0.45120 0.1529
. .
Le gréfica de este ecjercico se representa en la Figura 4, la cual pone de manifiesto
’j_
o el lecho ds gue cuanto mds taw?1 cntra uns cl

menor serd

HoE g QWb

oo

- o

I = M(tp1-tp)
J =1 - tpl‘
K= (F+) (b = t51)
T, = e"(F‘FM) (t - tp’)
M= ¢~ MEpr-ty)
N= F_ e—M(tpl-tp)
- F+M
. - -t
¥ = 1-e (F+M) (% pJ
O =

u
R

ase anval a la fase de explotacidn tanto

el rendimiento por recluta en ndmero.



EL. CRECIMIENTO

La griafica de la ldngitud del pez contra la edad por lo general es

-
asls

Longitud

Bdad

Y si ploteamos peso contra edad, esta serd una curva sigmoidea asi
métrica en que el punto de inflexidn se cncuentra aproximadamente

a 1/3 del peso asimitdtico

Peso

Edad
Se han propuesto muchas ecuaciones para expresar el peso de un in
dividuo en funcidn de su edad. Las siguientes figuran entre las

principales.



La _ecuacidon de crecimiento de Ottestad (1933).- Este autor conci
be el crecimiento como el resultado de miltiples factores que in
fluyen sobre el individuo en forma simultdneas y &l azar., La ecua
cidn que propuso genera una curva sigmoidea simétrica lo cual no
se ajusta a la realidad. Ademds los factores que influyen en el
crecimiento no pueden actuar al azar sino, por el contrario, or

denadamente, lc que da una curva asimétrica.

La_ecuacidn del crecimiento de Verhulst.- Bs similar a la ecuga

. . . < 2 N . .
cidn del crecimiento de una poblaciodn, pero con ligeras modifi
caciones.,

Parte Verhulst de la siguiente ecuacidn diferencial:

dw _  aw =~ bw2 dondes ayb = Constantes
at '

W = Peso del individuo

aw —a Procesos anabdlicos

bW s Procesos catabdlicos

= w (a2 = bw)

2

Invirtiendo la ecuacidn

at !
dw w (a - bw)
dt = dw

W (8= DW)

Multiplicando ambos miembros por a

adt = adw
w (a - bw)

— é ~+- B . -A (a_~ Wb) + Ew e 6 a0 o a ()_*O)
W a-bw T Ty (a - bw)



Siendo los denominadores iguales
adw —= A (a - wb) + Ew
adw = Aa - A w b + Fw

factorizando adw = Aa + w (B - Ab)

B - Ab =
A = dw
B = bdw

|
|
|
|
|
. 1
adw = Aa i
|
Reemplazando en (40) ‘

W g - bw ‘

Integrando ' |

dw + bdw ) |
a - bw |

2t = 1n w + b -11n (a- bw)] o '
- b |
at - C = 1n?7 w
(a - bv}
eat-C _ W
a - bw
e 8 o=C _ W
a - bw
haciendo efc - c!
c1 eat:_ . “.uooo' ()'*'1)

I
O‘

a
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despejando w
W o= C1 eat (a - bw)
W o= C1 eata - C1 eat bw
w o+ C1 eat bw = C1 eat a
w (1 + C1 eat b) = C1,eata
W = ol cat a secose (42)

1 + cle@t p

51 w_, cuando t = 0, la ecuacidn (1) se hace

W
01 = 0 que es el valor de la constante de integracidn
a - bwo

Conociendo 01, reemplazamos en (42)

Multiplicande el 2° miembro por a - bwoz

at
waWo e

a t
- +

Multiplicando el numerador y denominador del 2° miembro por e‘at

W o= - = —
emat (a - bwo) + bwo ae-at - bwoe-at+ bw

awo awo,

o)

Dividiendo el numerador y denominador del 2° miembro por bwo



a
W o= b
-at -at
a & - 8 + 1
T W
E o
Si a=x
b 1
v k1 - k1
-at -at -at
- + -
k1§— e 1 (El - 1) e + 1
0 W
- o

Esta es la ecuacidn de Verhulst para el crecimiento en peso de
un individuo.
Si de scuerdo a esta ecuacidn ploteamos w contra edad (t), vemos

que esta es simétrica.

W
Peso

kdad €

Ecuacidn de la curva de crecimiento de Gompertz.-

Esta ecuacidn fue utilizada entre dtros, por Weymouth y Mc.Millan

(1931). Se ha empleado para describir el crecimiento de molusces,
rd > s . 2

crustdceos y peces, pero sus parametros no tienen interpretacion

bioldgica.

La expresidn diferencial e la gue parte Gompertz es la siguien

tes



1n {1 a1 i - k - ct
.1 dt |
donde:

k = constante
¢ = constante
1l = Jongitud

t = tiempo

1 41 ek—ct
1 dt

= El crecimiento en longitud es una expresidn

experimental en funcidn del tiempo,

a1 ek—ct at
1

Integrando:

/- N :/ek -ct
i

dt

k\-
~-

e
C N
1nl = - oK g=¢t | &
C .
k -ct
e g
1 =@ eC



1=eC Cc vcoeeee (43)

e”” =D
Lg ecuacidn 43 devienes

1= BgPY L.l ()

Eeuscidn de la curva de crecimiento de Von Bertalanffy (1938).-

A semejanza de la de Verhulst, parte del principio fisioldgico que
el crecimiento es el resultado de procesos anabdlicos y catabdlicos
afiadiendo que los procesos anabdlicos son proporcionales a las su
perficies absorbentes y los procesos catabdlicos son proporcionales
a la masa del organilsmo, representando por tanto, un porcentaje de
decremento constante de la masa del individuo.

La ecuacidn diferencial de la que parte Bertalanffy es:

AW  HS = RW eeeooe (45)
at =

dondes
H = Coeficiente de procesos anabdlicos

R = Coeficiente de procesos catabdlicos

g = Area total de las superficies absorbentes

W = Peso del individuo



Para integrar la ecuacidn debemos expresar S y w en términoé dé
longitud del individuo. Von Bertalanffy acepta que este crecimien
to és isométrico3rademas, el organismo presenta una densidad cong
tante. Por lo tanto:

e (la superficie S es proporcional a 12)

W o= gl3 (el peso w es proporcional a 1°). (45a)
donde p y g son constantes de proporcionalidad.

Y expresando dw de (45) en términos de la tasa instantdnea del

dt
crecimiento en longitud, dl, se tendrd:
at o

a4 (3 _3e1f @
dat dt o t
sustituyendo estos valores en (45)
3g1° d1 _ H pl® - R g13

at =
dividiendo ambos miembros por 3g12
41 _ Hpl® - R g13
dat

312 3 g2
dl-fE - R
at  3g 3
51 llamamos a Hp — E(constante) ...... . (45Db)

38

y a B _ K (constante) .c..... (45c)

dl

dt

E - K1

f



al = dt

——— e~

B - ki

Integrando entre to y t correspondientes a lO y lt, respectivamente:

lt t
EQ%T" = at
lo to
- 1t -t
-11n (B - kl)] - [t l
T
- 1
o to
- 11n (B - k1,) - -1 1n (E -kl 5] =t -~ t
Lk t] [k ° 1 °
11n B-k1)) - 11n(E-Fkly) =t - tg
k k
Factorizando 1
k
1 - - - = -
i 1ln (E klo) ln (E klt;I t to
pasando k al 2° miembro
In | (B - klo)J _k (6 - t)
h(E-Klt)
E - k1l _ ok (t = t)
E - klt

E-kly = (BE-k1) e (V- %)

Kl = - (B -k ) e (P - %) g



ordenando

Kl = B - (B - k1) ok (t - %)

t
lt — E - (_E_ ‘_ lo) e-k (t - to)

£- (& e (46)

ouede tomar otra forma més prictica. En efecto, examinando

(46) se puede ver que a a medida que t —> co |, 1, —>sE que

es su valor méximo que lo representamos con Leo 9 ¥, €en consg

cuencia, la ecuacidn (46) toma la siguiente formas
-k (t - to)

g =L = (Lo - 1)) ¢
e~k (B =t ) 4 -k (b - to))

1 = Lee = Leo . |

y pudiendo establecer que cuando 1t = 0, 1 =0,

obtendremos

1\ = Lo - (Loo - o~k (t-t )

finalmente, factorizando L.,

e B -ty L

lt::Lm(1"e

que es la forma mds habitual de la ecuacidn de crecimiento de
Von Bertalanffy.

Recordando de (45b) y (45¢)

i

E_2z2 L

k= _R=
3

Lo =px H
g

jov}

Bsta es la ecuacidn de crecimiento de Von Bertalanffy, que ain



6s decir, que Leo s directamente proporcional al chficiente ana
pdlico H e inversamente proporcional al coeficienté catabdlico R,
v, por lo tanto, la mdxima talla que puede alcanzar una especie
serd tanto mayor, cuanto mayor sea H respecto de R.

En la ecuacidn de Von Bertalanffy, tO es un valor arbitrario en el
sentido de que no tiene significado bioldgico real. En efecto, to
represente la edad que tendria el pez al nacer si la forma de su
crecimiento en el estado embrionario o larval fuera igual al cg

rrespondiente al estado adulto.

Daterminacidn de Los Pardmetros de Lo Ky t  de la ecuacidn de
Von Bertalanffy.-
Partiendo de (47) es indudable que podremos poners:

1, 4 -1 =T E_e~k(t—T-to):[_Lmh_e—k (t—to)]

donda T es un intervalo de tiempo constante ue or ejemplo
9 9 D0,

puede ser un ario.

1y yp=lp= Lo - Log % (b = T =€) _ [0+ Ly ok (B = %)
i 1 p~1ly =-Leo ¢ K (t % T- to) + Loa e K (t - to)
1oy p-1p —-Leo gkt = KT + kb g -k (B - b))
1oy g = 1y = -Low e 5F ooKT Gkt g o7k (- %)
1, o 7= 1f = -Loo ookt + Kty kT g -k (b= %)



= Lo oK (B = 80 (LKD) g k(6 - b))

e~k (t - to)v<1 -?e‘kT)

1 eere. (4B)

1

t+ T~ ¢t =Lleo

- Por otre parte es evidenté que:

Loo = 1t = Lo - Lmlj - ek (B - to)]

Loo—ltsz_Lm+Lwe—k (t—to)

Leo = 1p = Leg ¢™° (6 -%)
Reemplazando en la ecuacidn (48)
1 o= Lly= (oo = 1) (1 = ™)

o) = (1 - T 1 L. (B9)

\--._...V-._____../ —
- b x

(S O

siendo evidente que la (49) corresponde a una ifnea recta, como
se desprende de las equivalencias dadas debajo de ella.
Por lo tanto la grdfica de la ecuacidn (49) serd:

Looe (1= e"kt)

15

= coeficiente angular




Biercicio N° 4, -

Kitahama (1955) da los éigﬁienﬁes datos de edad-tamafio para el
arenque del Pacifico (Clupea pallasii C vy V) capturados frente
a la costa de Hokkaido duranﬁe‘191o—54.  Las longitudes_son pro
medios de un perfodo de 45 afiosy las edades fueron determinadas

de lecturas de otolitose.

Edad (afios) Long. total e 1o

o L ) L ) L ] . . .

N ON0 OVIND FFoONCoOoN— [N\
O Flww OV ottt O O
(@)

L ]

Ul
s

SISNJ OO FE Lo Do = O o

Ul N —= OO OO O -
[OVIUSISVIUVIUVIVEIUSIUVIVEIUVIUVRID NN}

[ S M. " G e

W = 7.8 x 107313 gr,

Determinacidn de Leg 5 K ¥ T



¥, X, X, ¥, X2
g+ 1= Ly Lt | <£l(t Ty " lt> Ly )
- o é

2,70 f 25.70 P 69.3900 660. 4900
1.75 L28.%0 | %9.7000 ~ 806.5600
1.50 © 30.15 | 45,2250 ! 909.0225
1.20 . 31.65 | 37.9800 : 1001,7225
0.80 32,85 s 26.2800 1 1079.1225
0.79  33.65 | 26,5835 | 1132.3225
0.53 Co 3L bk g 18.2532 . 1186.1136
0.59 b 34,97 i 20,6323 1 1222,9009
0.47 | 35.56 g 16,7132 - 1264, 5136
- 0.10 I 36,03 i - 3.6030 L 1295.1609
1.11 35.93 i 39.8823 '~ 1290.9649
0.66 - 37.0% ‘ 24 ok 1371.9616
2o 12,00 396437 371.4829 13223.8559

Sabemos, por estadfstica, que la 1lfnea de regresidn de Y sobre

X, calculada segin el método de los . mfnimos mfnimos cucdracos

obcdece a la siguicnte fdrmula.

Txy, - TAZh '
!7’ i i - (X - i) co’ ooooo (50)
-~ = o D
S 32 (ZAXi)
1
-n
n =12
Y = 1.00
X = 33.03

2
(2X)° = 157,109.1769
&3 = 47564400

Luego en el presente caso:s

Y =1,00 + 371,48 - 396.37. (x - 33.03)
13,223.86 - 13,092.543




Y =1,00 + ;gf.hg_ (X - 33.03)

¥ = 1.00 + (-0.189378) (X = 33.03)
Y = 1,00 - 0.189378 X + 6.2552

= 742 552 - . .
S o s -k N-—»--\;'::.,—? —k
L,,* (1—8 t) 1..e t

w2

l<:
I

Este ejemplo se muestra en el Figuga 5a.
' k

Si1 - e™™ = 0.189378
e~ _ 1.000000 - 0.189378
e™¥ = 0,810625
K = 0,2099

Para hallar el valor de t_, reemplazamos en la ecuacidn (47) los

valores tomados de los datos originales, por ejemplo t.= 5y
1y = 30.15. |

30,15 = 38.312 (1 - 70+2099 (5 = %o)y

30.15 = 38,312 - 38.312 o~ 1°0%95 50-2099%,

30.15 = 38,312 - 38.312 (0.3499) ¢2+2999%

30,15 = 38.312 - 13.405% &0°2079%,

134054 02099t _ g 1862

g0+2099t 8.162 _ 0.608859
13054

0.2099%t, = 1n 0.608859
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Conociendo Low= 38.31, k = 0,2099 y t = -2.3627
podemos reemplazarlos en la ecuacidn de Von Bertalanffy y de
terminar los valores tedricos de lt, para las diferentes t.

Por ejemplo si t = 10 .
4 _ =0.2099 (10 + 2.3627)

e

1, = 38.312% 1
f

gue concuerda satisfactoriamente con el de 3%.97 cm. de los
datos originales. Procediendo en esta forma obtenemos los
velores tedricos de lt correspondiente a cada una de las g

dades, como se muestra en la Figura 5b.

Determinacidn de las constantes B. g v p de la ecuacidn de

Gompertz.-

Ante todo debe decirse que la ecuacidn de Gompertz es vélida
sdlo cuando

B >0

0« g«

O« pd1

tomando logaritmos a la ecuacidn (44)

1og 1 o 1og B+ pP 108 g eeoees (51)

Ha gamos:

A
log 1l =Y
log B =H

J



Entonces la ecuacidn (51) se puede escribir
A

Y=1+ 3% ..., (52)

usando esta expresidn (52) reiteradamente, podemos escribir para
diferentes valores de *t:

/._‘v__\/\ == T o tO
B+ Jp (53)

O © 0 0 &6 o o

Yoo E+ M s

<
f

H+ p% .. (59)

S1 los incrementos de tiempo son iguales, esto es:

t1—to=t2-—t1=h

entdnces las ecuaciones (53), (5%) y (55) se convierten en:
rd \\

_ t
vo=H b (s

AN

N . + h '

Y1 = H + tho cesemoes (57)
N

Y :H+tho+2h @ 0oces o (58)

podemos eliminar h, restando (56) de (57) y (57) de (58):

A~ ~ ‘

YJ] - YO — tho + h - tho - tho (ph - 1 ) DI (59)
i N to + 2h to + h +

Y, - ¥, = Jp"0 - p° _ gpto * B (p"

= 1) vveae. (60)

Dividiendo la ecuacidn (60) entre la (59):

N\ N t + h
- % PO P L (61)
AN N —"'?— -

(@)

Y, - Y p



tomando logaritmos:

N\ N
1ogo Y - Y
7\;____7;].‘_ = hlogp ©e®e00 09 (62)
Y, - Y
1 o}
~, A\
log. p = L 10g‘§;_:f§5
17 7o

L]

‘. P = antilog. (log. p)

sustituyendo p en cualesquiera de las ecuaciones (59) & (60),

digamos en la (59) y despejemos J:

J:—:'.._:]—YO
t i
p° (p* - 1)
pero J = log g

Conociendo ahora p y J, podemos sustituir sus valores en cualeg
quiera de las ecuaciones (56), (57) & (58), por ejemplo, usando
an la scuacidn (56), y luego despejamos Hs

q ==f - tho

o
pero H = log B

.. B = antilog H

v asi hemos determinado las tres constantes B, g y p de la ecua

cidn de Gompertz:



Biercicio 5.~

Computar la ecuacidn de crecimiento de Gompertz para los siguien-

tes datog.-

Tt il ) Media aritmé-
(Edad en afios) (longitud en cms.) tica de 1

1 014, 0,15, 0.20, 0,17, 0.21,

0.18, 0.16 0.17
2 145, 11.7, 13.0, 13.5, 15.0,

14.0, 14.5, 18.3, 15.0, 15.0,

15.0, 15.5, 16.0, 15,0, 17.0,

16.5, 15.5 15.0
3 59.0, 53.0, 55.0, 5%.5, 54.0

55.5, 56.0, 58.0, 57.0, 59.0,

56057 5706 5603
4 81.0, 82.0, 83.0, 8%.0, 85.0,

83.5, 82.8, 86.0, 87.0, 85.2,

84,5, 83.7, 84%.0, 84%.3, 84%.0 84%.0
5 91.0, 92,0, 93.0, 94,0 .0. 92.

96.0, 93.%, 97.0, 4.6, 35.5’ 2% Gio
6 96;09 97007 98.99 97.5, 98.09

98.5, 100.0, 99,0, 97.1, 96.k4,

98.0, 98,0, 99.6 98.0
7 96.0, 97.0, 98.0, 99.0, 96.3,

98.3, 100.0, 101.0, 99.k4,

102,0, 101.7 98.9
8 103.0, 96.0, 99.0, 99.5, 100,0. 99.5

Trabajando sdlamente cons
LAY

t 01 l1og1 7

2 15 log 1, = 141761 =

. \
=D o<l

—

4 84,0{ log 1 = 1.9243 =

6 98.0| log 1, = 1.9912 =

.

N 7




-

Sustituyendo en las ecuaciones (56), (57) y (58)
11761 = H + $2 (1) |

1.9243 - H + Jp2+2 (2)

A2
H

1.9912 = H + 3p2t2%2 (3)

' Bfectuando las sustracciones correspondientes para eliminar H:

1.9243 = 1.1761 = 7p272 _ 2 _p2 2

1.9912 = 1.9243 = Jp2*2X2 _ gp2+2 _ jp2+2 (52 _ 1)
6

2 =
0.7%62 = % (2 - 1) (1)

“
e

22 (12 L)

sustituyendo el valor de p en la ecuacidn (1) de II
0.7482 = T 0.2983° (0.089 - 1)

T = 0.7482 _ = 9,2278
~0.081079

pero J = log g

g = antilog (-9.2278)

g = antilog (I0.7722)

= 5,918 x 10

T

—10i




Sustituyendo los valores g y J en cualquiera de las ecuaciones
de I, tomemos, por ejemplo, la primeras
1.1761 = H + (~9.2278) x 0,089
1.1761 = H - 0.821274
H=1.,1761 + 0.8213
H=1.9974

H = 1log B

«e B = antilog (1.9974)

TB=99.% ]

y ahora, que conocemos los valores de By, g, p los ponemos en la

ecuacidn de Gompertz y obtenemos:

.
1= 99.4 (5.918 x 10710)0.29837 = (63)

Con el objeto de ver el grado de concordancia entre los valores

de longitud computados con esta ecuacidn (63) con los de los da

tos originales hallemos los valores de 1 a las edades 6 afios y

5 afios.

Preparando la (63) y aplicdndola para t = 6 afios, tendremoss

1y = antllogll1 997k + { antllog[ 6 (=0. 5253)‘) (-9. 22&7)”
= antilog [[1.997% + {antilog (-3.1518)) (-9.2278)/
_ antilog {1 997% + (antilog F.8482) (-9.2278)]
= antilog {1 .9974% + 0.000705 (-9. 2278)‘

— antilog (1.9974 - 0.006506)

— antilog 1.99098



ﬁ };gnti1ogQi§i;997%7ff
*;ﬂahtildg; .4.99/4 -

i aqu*1ogﬂ ;1599n# 5

~

antilog{l. 97+ —;
'ahtilogf1s9/56~f’

= Q4.5 oM., siendo 9% e

9Tragsfo macidn. de la ecuag: n del creijlen;o é”3fj{5*"

fgguacxan'dek, cim;ento en neso.

"Comanzarames céh 1a écuaeién 54‘

-~ —k k+ - uo{}

i3 scuacion (45a) aLe w glJ’(el peso'es prOporclonal : ;5;~




- §
i }Lﬁ 2307k (6= ) | 3.-2k (b - to) _ =3k (% to?j

-2k (.:; - bo) - I"T e-3k(t"to)

W, =

“k (t -t
We =W, =W 3e ( o) 4+ W, 3e

)

O seas
3. .

Wt_;v\}'w 21 _an e“nK (t—to) -un-n.on(63)
N=0

Cuando

n = 0 corresponde {1 __ 1
n = {1 corresponde 17-1 == 3
n = 2 corresponde {2 o=3

corresponde .rl3:= -1

)
il
w

‘Determinacidn de la ecuacidn de rendimiento on peso (YW)O-

La ccuacidn (63) es, pues, la forma de la de Bertalanffy que faci
litard la integracidn de la tasa de rendimientc en pe€so que en una
leccidén anterior vimos que era:

a (%)

3 )}
JURNRD - A O Nt Wt evoese (64)

dt

ademds sabemos que:

- -
Nt = R' e (F+ M) (¢ tp')

Reemplazando estos valores en la ecuaciég (64) tendremoss
. -nk (t - t
?) O'jan © ( o>

BN

it

p
dg



a @) o, ¢F"7

a (¥) FRt W eF ¥

a (¥) _ FR' W, o(F +
dt

4 O pme y et
dt = (s %

Mty

3 .
o~ (F + M)t + (F + M)tp, z_ ﬂn e-nkt + nkto
3 A n—
M)t ' T Q enkto e—nkt e—(F+M)t
O .
) Jnkto [-nkt - (F+M) | t
p, réo -
0t 23 q okto o~fnx+ (F+M)] t
e

io*% enkto \l'.e—-(F+M+nk)t]
Nn—

Ahora se procede a integrar entre tp, y t; para obtener el

rendimiento en peso de una clase anual durante el tiempo gue pasa

por la pesguerfa. T
: 3
- nkto ~(F+M+nk)t
Jd (¥,) = FR' W, o (F + Mty nz._o 1. /t dt
kto | -(F+Mink)t T t
Y = FR' W (F+M)t , 5 ¢ o™ ( -6 py
P
(F+M)t ‘ > 0 enkto '_e_(F+M+nk)tA _ [_e-(F+M+nk)tD:§
1 ‘ .
nkto " _
YW = FR! w-:.-r (F+M)t !Zf}n e e" (Fth‘i'nk)th - o (F+I‘/I+nk)t)
’ n=0 F+ M+ nk
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Y, - FR! wme(F““M)tp' Cin e le—(F+M+nk)tp‘ _e-(F+M+nk)t,\}
F+Mink
3 n=o
T, = FR' W S Qln o™ | - (Fbni)tpy (FrMty,  _(Feeni)t,
- n=p F+M+nk
o (FHID L, J
| 3 wte T T -
" {To (7 ,1 -
Y, =FR' WS {)p© | Le (Fritp g-nktpr ((Fatpr _ - (Fri)ty
n= F+M+nk S ‘

e

-nkty (FHDt ]

W

v - R “z ), eDkbo [G-nktp| Lo (=Ex #EpT) (M) e-nkt-;i

F+M+m{ B
Yw' = FR' IATCO '—'n-n v"nkto ) [,e -l’lktpr ,_e- (F+M) . (tA-_tp. 1.) e-nktk“}
Y, = FR! % J:Ln enkto [e'ﬂktp' _e—(F+M) (t>$'tp'?fﬂktxj_“
e - FMnk S -

-nkt_,
Multiplicandg y dividiendo el 22 miembro por e nﬂtp'

Ly = FRY W, () ™50 o™ 0p! \':1 - (PR (B - tp) - nkt;\

-nkt

Pasando e p' al numsrador

T, - PR, S (g oML Rk E_e"(w) (En=tp1) o-niity enktp]

Factorizando n F+ M+ nk

W

= F+ M+ nk
Factorizando (ty-tpr)
3 e
5 — kto _
Lo = FR" W On ohkto nktp, 1_6-(F+M+nkX§A-tp,)
S F+ M+ onk " B

PETO t)\ - tpe _._,}\
y factorizando ~nk

3 - B
Y, = FR o fAn o (tp! o) {;1 'G-<F+M+nk)k:}v cees (65)

F + VM + nk

Y = FR' Wep O el to - nlkty, [j_e-(F+M) (tX=tpt) = nk (ty- tp:)

L



Ecuacidn que d& el rendimiento en peso de una clase anual R!
durante todo el tiempo -\ que pasa en la pesqueria, 6, alterna

tivamente el rendimiento de un stock en equilibrio, en un afio.

"Beuacidn del rendimiento por recluta.-

-M(t

- T
Sabemos que R' = R e p! “p), luego sustituyendo en (65)

y pasando R al primer miembro obtenemos:

: 3 M
py oMt = BT nk(tn ko) {1-0‘@“““1‘)’\] Ceees (66)

Eﬂ.= X s
R ¢ n=0 F + M +nk L.

3 . . . /
que es 1la ecuascidn de rendimiento por cada recluta gque ingreso

al 4rea de pesca.

Ejercicio N° &

Empleando la ecuacidn (66) calcular para la "Platija” (Pleuronectes

platessa).

Zﬂ v Eﬂ , cuando

R R

k = 0.10

M = 0010

W, = 3000 gr.

tp, = tp = 3.7 afios
to = O.S afios

t?\ = 15 aflos

A=ty = tri=15.0 = 3.7 = 11,3 afios

pt " t, = 4.5 afios



2 -

= 0.05, 0.7, 0,2, 0.3, Oolt, 0.5, 0.6, 0.8, 1.0, 1.25, 1.50,
2.00, oG
Primers Tabla.
n i nk _fnk(tp,-t ) §e'"nk\tp" %) ; Ny ¢ £in e"nk(tp'"tO'
B | |
o 0 i 0 1.0C0000 i+ 1 . 1,000000
1 1040 | 0.45 0.637628 L -3 ‘ ~ 1.91288k
2 1 0.2 1 0.9 0.406570 i+ 31 1.219710.
3 10.3 ,  1.35 0,2592%0 ; -1 | = 0.259240
Sezunda_Tabla. T
Para P = 0.05 '
B;l E:—(J*gi.»%{)g\ He &2 -nk(’“ -t ) [1 _e—(r‘%-z‘d-:—nk),\
CoFrli e \FHMRk)M o~ —nk(+ ) m = (F+Mink)ag
, D! {1-e i
D=F+Mink -4 _ (Fﬂhm)\ 2is) A -.
e . T H T ok In
B BL e b k G ; H I R
0%000520.15,o°15 0.183602/0,8163981 0.816396 | 5.442710, 2721
100405 0.1510,25 | 10.0593101]0,940690 {~1. 799b11 -7.107
2/ 0.05:0,15]0,35 10,01915910.980851 1 1.196342 1 3.4181
310.05,0.1510.45 0.006189{0,993811 |-0.257636 |=0,572
. | . 1,090
; : j
para F = 0,1
0! 0.10{0.20]0.20 0.104350:0.895650{ 0.895650! 4+.4782|0.4478
110,10} 0.20}0.30 0.03370910.966291 | -1.848402(-6,1613
210,10/ 0.2010.%0 0,01088910.9891111 1.206%29 3,0161
310.1010.20]0.50 0.003522{0,996478 |~0,258327 | =0, 5167
| 0.8163
para F = 0,2
oioﬂzoio.3o 0,30 0.0331091C. 966291 | 0.966291 302210;0 6Lhho
11:0.2010,300.40 0.,01088910.989111 | -1,892055|-6,3069|
210,20/0,30{0.50 0.00352210,996478| 1.215%18] L4.051k%
310.20{0.30{0.60 0,00113710.998863|-0.258945! -0,8632]
I ! 0.1023




para F = 0,3

4,520

0{0.30|0.40{0.%0 0.010889 0.989111' 0.989111} 2.4727810.7418
110.3010.400.50{5.650]0.00351810,996482} ~1,9061 54| -3.81231
2 o.3o~o_io 0.6016.780 o.oo11%7 0,998263 1.2;835% 2.03054%
310.3010.400,70{7.910}0.000367{0.999633! ~0.2591 -0,37021
"0.32080
. 3
Tercera Tabla. C=W¢o§£ Qo e-f%(tp‘-to)
A = F3 - - n=0 P+ M + nk
5 ~_‘?“g1n_e-nk(tp'—t0)li'e-(F+M+nk?j
déo F+ M+ nk
s D] v R R
0.05 1.088 3264.0 163.2 .2722
0.1 0.81% 242, 0 o4l 2 4478
0.2 0.492 1476,0C 295,2 Ry
o.a 0.321 963,0 288.9 .7418
0. 0.226 678.0 2712 7972
0.5 0.172 516.0 258.0 .8333
0.6 0.132 396.0 237,8 .8568
0.8 0.090 270,0 216.5 .8888
1.0 0.0675 202.5 202.5 .9091
1.25 0.,0513 153,9 192. 4 .9259
1.50 0.040ok 121,2 181.8 .9375
2.0 0.0290 87,0 17%.,0 L9594
o0 143

BEste ejercicio se muestra en la Figufa N° 6, en que la curva de
YN nos indica que‘a medida que aumenta F el rendimiento en nume
g% por recluta aumenta rdpidamente pero luego se mantiene a par
tir dé aproximadamente 0,9 de mortalidad por pesca.

La curva de Yw indica que el mdximo rendimiento en la '"Platija"

_ R
se obtiene con un F de alrededor de 0.2. A Dbajos niveles de peg
ca el rendimiento en peso por recluta es alto debido a que existen

peces grandes por la profusién de clases anuales.
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FIG. 6 ( Ejercicio 6)
PLATIJA Pleuronectes platessa
300 JW_ In
R R
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Factorizando
i (F Mﬂ
— + H n i
Rtly - ¢ Jo_1 - =T 67)
R 1 | . it
tasa bruta de
mortalidad
total

Por otra parte, sabemos que el numero de individuos pescados
a través de todo el tiempo que una clase anual pasa en la fase

de explotacidn es:s

- (FHD )

J

El nimero de individuos de esa clase anual pescados en un solo

Y, = FR' [1 -
N MM

=

afio se obtendrd poniendos A= 1, ésto es:
v, _ PR (1 - o~ (F¥1))
1 ¥ I+M ‘

¥y por lo tanto:
Tasa de explotacidn

Y , A, TR
N | - (F+M)
—} = _F - @ ‘
R' +B”I [ 1 e J © ¢80 0o 0o o0 (68)

——n

. bt ot v e oRp—
- -y

Fraccidn Tasa bruta de
de pesca mortalidad to
tal

Bcuacidn que da el rendimiento por recluta, en un aﬁb;

La tasa de explotacidn se usa a menudo en Biologia Pesquera,
pero tiene las siguientes desventajass

1. Se necesita conocer F y M

2. Varfa al cambiar'M, €sto es adn cuando F permanezca constante.



) . - ‘.l 4 q s . . N .o
Aeabauog 0¢ ver gque el numero de individuos que sobreviven al cabo

del 1er, oflo es:

- . . . - . - ~ s
a1l numerc de individuos que sobreviven al cabo del 2do. atio seras
oo g2 (FEM)

5 R

v &l nimero de muertos serd: N, - N, o sea:

nr o= (FH) g o =2 (F1D)

Faetorizando

- 1
pe o ERM) b, (M)
. i ~a ;x /,

MWmere de muertos en
gl 2do. abo

- ’ 2 ’
7, @n congecuencia, el ndmero de muertos por pesca, &sto es el

rendimiento en nimeros, durante el segundo aflo serd:

~(FM) - (M)
o~ (Fl ) - e ( II);

R

- -

1 nimero de gobrevivientes al fin del 3er. afio serd:
r o =3 (F+M)

i

T e lma s 3 ] ey +rn apgo ) o~ o 2o
Bl nunero de muertos en este segundo atio seras

Ny - N3 , & sea
*E)v - 2(1—1%41\4) - R’ e"‘3 <F+Iﬁ)



En consecuencia, el rendimiento en nimeros durante el 3er. aifio

serds -
" - (F+1) |
Yy oo F R emRPHD (D)
3 F+M - g
Generalizando -
- -1) i - |
Yy = F_ R e (F+M) (r 1)) b1 - e (F+M)§
r +M ; - -

de donde sé desprende que el .rendimiento en nimero, por recluta,

en cualquier afio r, serd:

_ - 1
I\Tr - _ F e- (F+M) (r-1 ) '} 1 - e_ (F+M)6‘ cooe e e (69) ’
R? M - -

Biercicio No 7

Computar Y,  usando la ecuacidn (69) para la "Platija" con:

—L

Rt
M == ;001
F =0.2

‘A = 10 afics

haciendo que pr varfe desde 1 hasta 10 afios, ambos inclusive y

suponiendo que R' = 1.



. ‘ N
; z ! : 4 ' U Ny Dy |
A T A N ey o T e T
F !F+M| F+M e"(F‘M)§1-e"(P+M%~¥\ g S PENTIEEHE % e
L | | AN I ! ’
| i L T
0.210.310.667{0.7408 | 0.2592 10,1729 1010 {1.0000; 0.1729
0.2:0,310.667{0.7408 | 0.2592 {0.1729} 2:1 | 0.3;0.7508 * 0.1281
0.2]0.370.66710,7408 | 0.2592 10.17291 3 2 0.6,0,5488 ;| 0.0949
10.2]0.310.66710.7%08 | 0,2592 ,0.1729 4;3; 0,91 0.4066 : 0.,0703 |
10.210,3:0.66710.7%08 | 0,2592 10,1729} 5ik| 1.2{0.3012" 0.0521 |
0.210.310.66710.75408 1 0.2592 10.1729( 65| 1.5{0.2231 ' 0.0386
10.210.310.667,0.7408"! 0.2592 10,1729| 7:61 1.8/ 0.1653 0,0286
10.,210.3:0,66710.7408 | 0.2592 10.1729! 817 ' 2,11 0.1225! C.0212
10.2/0.310,66710,7%08 10,2592 '0,1729¢ 9:8: 2.4 0.0907 i 0.0157
10,2:10.310,66710,7408 | 0.2592 10.1729/10 9 | 2.7‘0.0672;.§a%14§«%
R : : ' ? i : : 0.63k0

La grifica de este ejercicio se muestra en la Figura 7.
D e

Conversidn de los valores Y, _en sus correspondientes Y,
_r _r
R! . Rt

Para esto debemos multiplicar cada valor YN por el peso del indi
r

Rt
viduo en el afic r respectivo, estc es:
Y
Y‘-N' T _{‘N’
_____:_ = . I =____]:_ o 00 0ee6 (70)
R* Ri

Habiendo establecido anteriormente que el peso de un individuo a

la edad t en afios viene dado por:e

3
W, = e“K(t‘toij

1 -
Katn)

r——r.a-‘

R

t
1 problema seria determinar qué valor numérico deberemos darle
a t puesto que el peso de un individuo va cambiando a través del

ano.




Lo mds expeditivo serd tomar como valores de t las semi-sumas de

dos edades consecutivas a partir de tp,. Bs decirs

1er valor de t _ tor + (Ey + 1) =3.7+%7 _ 5.0
2 P
2do valor de t = (tp' + 1) + (tp' + 2) = )-I-.'? + 5.7 — 6.2
2 P)

3er valor de t = (t_, + 2) + (tp, + 3)

‘_...-—...,.“.-_.uu-—.-m-—-.—-—---..._-———_m-.,.—_—-_..._n_—g—-——_——_———.—————-a—_—--———

10° valor de t = (tp. + 9) + (tp. +10) 12,7 + 13.7
5 5 |

Empleando entdnces la ecuacidn (70) y sustituyendo en &1la W,

por W, h"e-K(t-toﬂ tendremos:
P .

Y. Y 13
L §m1_e-K(t-to)I
Rt TRt == O =

y como Ty . e._(r’;_‘” (F+1) ‘;“'1 ) e-—(F+M)§

F+ M “ - -

Rt

tenemos finalmente:

’-4
7}.2

F+ N | A

-

e

- ’F'e-(r - 1,) (F + M) ;1 - e’-(F+M):w‘m B&_e-K(t—to)J 3.,..... (71)



Ejercicio 8.~

Empleando 1la ecuacidn (71) computar Yw para los siguientes

L
R
valores:
W, = 3,000 gs.
K = 0.1
bt = 3.7 aflo? o
t, = - 0.8 hfios '*
b2
. 5.2
P62 .
72
t & 8.2
L 9.2
" 11.2
12,2
313.2
Para esto hagamos la siguiente tabla:de valoqgsz '
. PR
| ; S B
- Dookpeoty REB) kb3 N D N
R T P T e I L
Lo, E i}:i R ¢R
.ol 5.0 0.5/0.6065] 0.3935 0.06091] 182.7 | 0.1729 | 31.59
5,21 6.0] 0.610,5488} 0.4512; 0.091861 275.7 | 0.1281 35.32
6.2| 7.0l 0,7/0.4966] 0,5034 0.12756] 382.8 | 0.09%9 | 36.32
i 7.2 8,0] 0.870.4493] 0.55071 0,16702! 501.0 | 0.0703 | 35.22
8.2l 9.0 0.9]0.4066] 0.5934t 0.20893] 627.0 | 0,0521 | 32.67
9.2{10.0 1.0{0.3679| 0.6321! 0.25252; 757.8 | 0.0386 | 29.25%
10.2111.01 1.1]0.33291 0.,6671! 0.29685: 830.7 | 0.0286 | 25.47
11.2{12.0} 1.2/ 0.3012] 0.6988{ 0.34122!1023.6 | 0.0212 | 21.70
12.2113.0! 1.3} 0.2725| 0.7275! 0.3849911155.0 | 0.0157 | 18.13
13.2{ 14,0 1.1 0.2466| 047534 0.4276211282.8 | 0.0116 ! 14,88
| . 0.6340 | 281,13




La grdfica de este ejercicio se muestra en la Figura 8 en que la
curva YW indica que a la edad de 6.2 afios se alcanza el mdximo
& )
rendimiento en peso. La curva de YN indica que el rendimiento
R
expresado en ndmero de individuos por recluta va disminuyendo a

medida que aumenta la edad de los reclutas R!.

Biercicio Q.-

Computar Y

REOR M =01 K = 0.1

W = 3000 gr, A= 10 afios

- ‘ - i
!

A1 B o D E F GlH| I J K
1.041.110.90910.33287110.667129 10,606% | 1] 0] 0 |1.00000 | 0.606%
1.0:1.110.90910.33287110.667129 {0.606% | 21 1{1,1 | 0.33282 | 0.2019
1.011.110.90910.33287110.667129 10.606% | 3| 2{2.2 | 0.11080 | 0.0672
1.011.110.90910.332871]10.667129 [0.606% | k| 3 3.& 0.03698 { 0.0224
1.011.110,90910.33287110.667129 [0.606% | 5| LIk, L {1 0.01228 | 0,007%
1.011.110,909]0.33287110.667129 [0.606% | 61 5/5.5 | 0.00409 | 0.0025
1.011.110.90910.332871(0.66712910.606% | 7! 6{56.6 | 0.00136 | 0.0008
1.011.140.90910.33287110.66712910.606% | 8| 7{7.7 | 0.00045 | 0.0003
1.011.110.90940.33287110.667129 {0.606% | 9{ 8/8.8 {0.00015 | 0.0007
1.011.110.90910.332871]0.667129{0.,606% 10| 9{9.9 | 0.00005 0
A =T H= r-1
g = F;M I = (r-1) (F+M)
| m-\ J = Nr.;e- (r-1) (F+M)

D = e-(b+M) K = YN
g _e _ ‘ R'
F— F 1_e-(F+M)]
F+M L
G=r

Nr y YW para la 'platija', con F = 1,0 t = = 0.8 afios
T




e
; ; IR , (% A ) N "N w i
L e -0 Wi, OF — r
t -1, ki) e i ie j}: = -
.21 5 10.5(0.6065 0.3935 0.0609 182.7 | 0.606% {110.79
5.21 6 10.6{0.5488 | 0.4512 | 0.0919 275.6 | 0.2019 55.64 |
6,21 7 10.7{0.,4966 | 0.503% | 0.1276 382.7 | 0.0672 25,72
7.21 8 10.8/0.4493 | 0.5507 ; 0.1670 501 .1 0.0224 11,22
8,21 9 10.9;0.4066 | 0.5934 | 0.2090 626.8 1 0.0074 L, 64
9,21 10 11.010.3679 | 0.6321 0.2526 757.6 | 0.,0025 1.89
10,21 11 11.1]0.3329 | 0.6671 0.2969 890,6 | 0.0008 0.71
11.2{ 12 {1.2/0.3012 | 0.6988 | 0.3%12| 1023.7 | 0.0003 0,31
12.21 13 11.310.2725 | 0.7275 | 0.3850 115%.9 | 0.0001 0.12
13.2) 1% [1,5ko.2466 | 0.7530% | 0.4276] 1282.9 0 | 0 !
o | 0.9090 %211.04 |

La grifica de este ejercicio se muestra en la Figura 9. La curva
de Y,; pone de manifiesto que a este valor tan grande de F se cap
ek | | o

Rt

tura gran cantidad de peces pequefios 1o que hace gque el incremento

en peso debido al crecimiento no llegue a compensar el decremento

en peso causado por la alts mortalidad por pesca.

10000  se obtiene:

Si multiplicamos YN;.Y Yw' de los ejercicios anteriores por R' =
| : -—r T |
R* R



FiG. 9 {Zjercicio 9) FIG. 17 (CSjercizio 12)
_ "PLATIA" Pleurcnacias platessa "PLATIJA" Plourcnectes: slatessa
Twe  Tur
T \
_ Yur
1204-050 = - 3.000-
1 R M = 0.1
1904 ! e s o e 22 YW?‘ 'JJQ: 3,000 gr.
1 . R tp= tp'= 3.7 aiias
100--0.50 ‘ , - ts = ~0.3 giics
F=10 ts = 16 adcs
504 M= 0.1 A =113 afivs
Woe™ 3,000 qe. \
so+-010 to=-0.8 afios 2000 .
A K= 0.1 ‘
204 \;\v : A= 10 afios
\
304030 i - -
i
-
50 >
40-4-0.20 1.000-4
30
20030 N \
104 S :
\M%_% -
Oy e T T S 8L — p— i T ; T x r
0 42 92 102 Mz 122 132 00 02 04 08 08 10 12 14 15 18 20




F =0,2 : F-1.0
T Y. Y Y Y,
—L x R 'y x R! N, x R! Wy x R
Rt Rt 1 Rt
1 1729 315900 | 6065 1108000
2 1281 353000 2019 556000
3 949 363200 669 256000
L 703 352300 223 112000
5 521 326500 75 L7000
6 386 292400 25 \ 19000
7 286 254700 8 7000
8 212 217000 3 3000
9 157 181300 1 1000
10 116 148800 0 0
6340 individuos 2‘805,200 gr. 9088 individuos 2'109,000 gr
8i el stock estd en equilibrio dindmico y tp - tp,9 como es el caso
en la "platija" del Mar del Norte:
A
5 Y
2 0y
Rt - R
-‘-.A'
Y
L= wr . YW
R TR

Esto quiere decir que el rendimiento de una clase anual a través de
su paso por la pesquerfa serd igual al rendimiento del stock en un
afio cualquiera si el stock se encuentra en equilibrio dindmico.

E]l examen de las ecuaciones YN/R' y YW/R' revela que los rendimientos
son funcidn de varios pardmetros, y las posibles combinaciones de los
valores numéricos concretos de de estos son literalmente numerosos.
Las Figuras del 10 al 16 muestran algunos casoes concretos, utilizando

los datos que se tienen para la "platija" del Mar del Norte.
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FIGURA 10 "Platija"

=0, 1 t =-0.815 BEste grédfico pone de mani
W —p86 © fieSto que en la Platija
30U fo. 82 Tgr. b =15 afios o7 pdvimo rendimiento sos
e 93_3 — tenido en peso se obtiene
200 pt p ot e anoes cuando F es alrededor de
¢ - 0.25. Dentro de este mode
1o el rendimiento en pesoc
100 Y. nunca se hace 0 adn cuando
N F sea infinito.
s
t | ] AT Q0
0.5 1.0 1.5 '
FIGURA 11 "Platija"
1.U e — — — — — - am e e . e e — —_—
~
rd
7
T d
O.’S e 7/ i
0 / ‘ i H L )
. - . 0
0.5 1.0 4.5 e c

FPLIGURA 12 "Platija™

v ¥=0.05 A medida que la mortalidad
300 //”\\\ . M=0.10  natural aamenta, el hombre
7 % 4=0.15  a Tin de obtener del rescur
' ¥=0.50 S0 el miximo rendimiento
sostenido debe aumentr el
esfuerzo pesqguero. Cuando
M sube hasta 0.50 no hay

médxino en la curva de ren-—
" dimiento en peso.

200

100

Este gréfico revela que el
rbndlmlcnbo en peso en fun
cidn del tiempo que 1la ”Pla
L tija' permanece en el 4res
de pesca antes de ser pescg
da, aumenta para valores pe
queiios de 't y disminuye
para valore@ grandes del mig
mo maximizdndose el rendi-
miento para un valor de t
aprox1madamente igual a

11,

§

(afios)

p!
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FIGURA 14 "Platiija"
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tp, (afios)

PIGURA 15 "Platija"

FIGURA 16 "Platija"

¥

5 - .
tp, (afios)

-1

15

Del examen de este grdfico se
desprende que para alcanzar el
mdximo rendimiento sostenido,
el valor de tp‘ debe ser tanto

"menor cuanto mayor sea el de M,

ucs
: p!
debe también aumentarse F,
si se guiere obtener el ma
ximo rendimiento. De otro
lado, el graAfico también re
vela que cuanto mayor es tp,

Eatas curvas

s ran que
a nmedida que t

4-
U
avmenta

mavor serd el rendimiento.

Bste gridfico muestra que pa
‘ra cada intensidad de pesca
hay un valor de T _, que ma-
ximiza el rendimiBnto y que,
adends, cuanto mayor es la
‘intensidad de pesca tanto
mayor ha de ser también tp,

para obtener el mdximo rendi
miento sostenible.




Tsblas de Pendimiento de Beverton v Holt,.-

Conocemos la ecuacidn dal rendimiento en peso que dices
N 2. 1, m - 1 S - r (T — )
YW - R T We,a:,: e M( Lap Lp) -%—‘—”O {1 n e k( sz ' tO) i‘l - e (F+M+nk ))\g(,-
o F+ M+ nk L '

Ahora blen, Bevertdn y Holt modificaron esta ecuacién original que

2)

- d ’
presenta separados Jos pérémetrosvde mortalidad por pesca, mortalicad
natural, crecimiento, edad de reclutamiento y odad &l entrar en la
fase de explotacién'yg'en consecuencia, paré incluir tocdas las combi
naciones de valores que se encontrarian en la prdctics, serfa nacesg
rio un numero de combinaciénes demesiado grande, lo que no permitirfa
formar tablas de fa’cillutilizaeiéno Jones,(1957)’ha demostrado que
la ecﬁadiéh.puede expresaréé en fdrma de funcidn betz incompletas
Wilimovsky y Wicklund (1963) han publicado tablas adecuadas de dicha
funcidn. Tanaka (1958) derivd una expresidn para 1o cue €1 1lama
"funcidn de mortalidad! (DO), gue es el peso total de los peces que

aeren - anvelmente, igual a la suma del rendimiento v el peso de los

[}

eces que sucumbieron por muerte natural. Ha calculado valores de
q o

ssta funcidn y de éllos puede deducirse el rendimiento por recluta.
Por lo demfs, debiera ser obvio que la valides de 1a Tablas .de Rendy
miento dependerd de la medida en que la pesqueria de que se trate sa
tisfaga los supuestos bAsicos de la ecuacidn y del grado de exactitud

con que puedan estimarse los valores numéricos de los pardmetros..

e}

a transformacidn que Beverton y Holt hicier

2

-

O
3
[oF
(O]
—
&)
(o}
Q
ja
Q
0
=
Q
3
~
-Q
n
p—

ce da a continuacidns
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Comienzan por hacer A= o

por lo tanto (72) devienes )

3 . -nk(t_,~t ) i s
Ty = RF W, e—M(tp,—tp) S fige ! " 11 -G—(F'FI‘/L—HK)"Q'
=0 F + M + nk - -
] . N
Yy=RF U e'M(tp"tp) S fun e'nk(tp'-to)r.1 - 1 ;
PO 7F + M+ nk ~ e(F+M+nkT“3,l
& (1. .-nk(t =t ) | -
oo Mt -t ) S L£ine p'"%’ 11 -1
Ty=RFU e P' P &£ T+ M+ onk L 55j

v, = RF, o Fpi7t) T Oun E(Ey=8) T4 _ o] Ll (23)
n=0 F + M + nk -

-

y cambiando la simbologia del modo siguiente

tp‘= te
ty = tr

tin=Un

La ecuacidn (73) se escribirfa

3
Y=FW R e—M(tc-tr) AST Un e-nk(tc-to) covesns (7H)
| i = Fa W +nk

que es la ecuacidn (1) de la que parten Beverton-Holt (ver pag 1
de Manual de Métodos para la evaluacidn de los stocks de Peces.

parte IT.- Tablas de Funciones de Rendimiento. FAO, Roma, 1966).

trabajando con R e-M(tc"tr), lo podemos escribir como

R o M(trfto) - M (tc—to) coseae (75)
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Fsta transformacidn se justifica puesto que en efectos

M(tr-po) - M(tc—to) = Mtr-Mto -Mto+Mto = M(tr_tc) — ‘M(tc'tr)

Por otro lado conoccemos la ecuacidn de crecimiento de Von Bertalan-
ffy cue dice:

1y = L. (1 - g k(t=t),

iE _ 1_e-k(t-t0)
Lan
1 _e-k(t-to)

i
i

i
o

Cambiando de signo a toda la ecuacidn

1~ 1, o R og)

o
Sy 3

Regresando a la ecuacidn (75) 1a podemos escribir asf:
~ - - -t
. eu(tr to) o M(tC UO)

1

[

1ero es evidente que

o}

e-M(tc"tO) =i_e-k(tc-to)] Wk -
)

_}tiene estructura equivalente al segundo

QO ¢ 2 & o o (’77)
Vemos que §e-k(tc-to

miembro de (76)

e‘k(tc“to) -1 = Lc ', luego podemos poner por simetria

Reemplazando en (77) ,
R eM(tI'“ to) e-M(tC-tO) = R el\’f(tr-to) "1 - i IVI/k Socao e (78) .
L

£

pongamos ¢ = lC

I
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La ecuacidn (78) se puede escribirs

_ wMr .7 YWk
R eM(tr to) e M(tc to) = R eM(tr'to) L1 - c”\ csesoe (78a)
y regresando a la ecuacidn (74)3podremos9 enténces, escribirlas

Y=F W, R Mt=t) (g o)VE ;Z- un "t (79)

n=0 F+ M+ nk
Si ponemos R eM(tr"t?; = Ro la (79 deviene:
Y = FW, Ro (1-c)Vk > In gk (t-ty)

3
4 Ro (1-c)V¥ 7 /. In g~k (b,-t,)

n=0 P+ M+ nk

eesosas (80)

81 ponemos E = _F
F+M

entdnces:

F=Eﬂ_.o-ooo (81)

1-E
y
Id:E—Fooo-ao (82)
B 3
trabajando por un momento sélo con F E: de (80) podre

, n=0 Ft+M+nk
mos sustituir en é1la los valores de F

respectivamente, y obtendremoss:

3 . 3
F S = EM < 1
éEO F+Mtnk 1B L=< F-r+n
3 2 B
_ 3
< =
r 2z - EM ) 1
=0  F+ink 1B 2 M
o n= 1-E + nk

y M dados en (81) y (82),
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3 3
F S . SN,
nep Frienk - 1-B T M nk
n== 1~ .
3 3
F S _ = EBM X 1
Sz, Fribnk A (M - +nk)(1~E)
& I
F o2 = EM S 1
/ i — ] 3
Fm— T M S
n=0 Ik T=O/M_+nk - ME_ - E nk
n-E 1-E
3 3
FYX E 1
& FTitne — L
A= fHink n=0 M_+ nk - ME_ -~ E nk
-1 1_E
i
= El
L) 1 —
n=0 F+M+nk =0y + nk -_ME - nkE
MOA-E) ¥ MOI-E) ¥
El 2
I | E > 1
gy s vrwes sl
r TR 2 s s o
T-E 1-E M
3 2
FS . _E 1
é;oF‘l' M+nk n ._;6‘ -E n il:kg. - :L:JJELE_
1<E M M
3 3 o
Fy _E Y 1
= F+Mnk /o 1 +nk (1 -E)
. M

» Podremos reemplazar en la

Mk o X
Y = W Ro(1-C) B

e

n=0

- Un

ecuacidn (80)s

e-nk(tc-to)

1 + nk (1-E)
M

ceesss (83)



Del examen de la ecuacidn (78a) se desprende que:

e-M(tc-to) = (1-c)M/k

elevemos ambos miembros a nk
M

nk - nk
v M/ k| ==
’re—M(tc—to)‘! Mo }.(1 - c) /;! M
ha - Mnk
-nkM - kM
o nkM(tc to) =1 = ¢

M
e_nk(té -to) = (1 - )P

reemplazando este valor en (837
3
/1 T n
v=w_ & (1-)"F 25 _n G-o)
’ n=0 1+nk (1-B)
M

2

J
¥~ a-E BT un (e
W R o1 + nk (1-E)

M

finalmente si ponemos

Y ¥!
wW. R T
il o}
obtendremos:
N 3
Y' == E (1 - c)l/I/k > Un (1-c)n . e 0 0o oo (8)‘")
a=o 1 + %% (1-E)

v ésta es exactamente la ecuacidn (12) que dan Beverton-Holt en

la pag. 3 de su publicacidn citada. =

Para trabajar con las Tablas de Rendimiento de Beverton y Holt

se requlere conocer M , E y C, sabiendo ques
k



B = _E;
Pt
- - 1/3
c=_1 _iw, |
| U S

Biercicio 10.~

Hallar Y' segin la ecuacidn (84%) cuando:

E = 0.2
¢ = 0.1
M= 1
k
¥ N,/ X
1 =10.9 x 0,211 0,930 V+ {- 3 (0.9)
\1+1 (0.8) J  x_ 1+1 (0.8))
Yt = 0918 ?__1_ - 207 =+ 20)4-‘% hnd On 22]
E1.8 7.6 2.6 3.0
Y' = 0.18 {1.00 - 1,50 + 0,9346 - 0,214%3

Y' = 0,18 x 0.2202

¥' = 0,039636

Liercicio 11.-

Computar Yy cuando

Fo=0.2

M = 001

W, = 3000 gr.

tpy == t'D = 3.7 ahos
t = = 008

o
2 = 11.3 anos

k = 001




Sabemos ques

Y

R

v d . °
Si en esta ecuacidn ponemos los valores numéricos dados obtenemoss

Wp!

¢

Q

F W¢> e

3
0.5

-M(tp‘-tp)

3
L

D n e-nk(tpt-to)

o

- 105 =

-

n=0

_ 0.2 x 3000]_1_ (1 = e™3:3%) -
5003

6-0.90(1:6_5°65) _gt1e35 (1-6—6'78£}

t1 _ o= (Fink) A
P + M+ nk

% 6-0.45(1_6—4.52) +

0.6

29%.0 gr/recluta

= 3,000 {1 -

6-0,1(4.5))3

= 3,000 ((1 - 0.6376)3

= 3,000 x 0.0474379

:{EE1W1/3

\MI;}:P _(,v’

=/143 /3
\ 3000

F
g

_o.ou7 /3

= 1/3 log 0.047

= 1/3{2.6721)

= 1/3 (=1.3279)

= - 0.4426
= 1.5574%

_ 600 (3.220970 - 4,730136 + 2.430839 - 0.431586) |

Y

!
‘eo-
s

(85)



F— O,
CD(
®
|67]
cr

shora bien, en las Tablas de Rendimiento de Beverton y Holt cont .
M_ 1.0

E = Oo6667
¢ = 0.3609

Se obtiene Y' = 0,07185k,

Para convertvir Y' en rendimiento en peso por recluta, con A o0

debemos multiplicar ¥! por Wﬁg/‘?f';kW£;§Vd/31 ﬂ/k 4 por'

Py ~ h). -
Vs eMktp-to), esto es: ‘ - L :
R T, - Weo = YU ¥ eM\t ~to? noeesen (86
?N‘ =X G o /37 Wk bo pe _ > Z
R fo W J “ v
N <o L ‘{A“f”"-'ﬁ! .
v | 0.0718% 3000

N 0.6L8

“V§= 337 gr/recluta es mayor gue Y, = 294 gr/recluta, y la razdén
w—pe = . T
QAL

o . . . R :
ta 4.ferencia estriba en que al celcular YW el factor
o (F+M+nk)] '

-

—t

de la ecuacidn (85) no desaparece, y puesto que

dicho Tactor cicmpre es menor que la unidad se comprende que

th /’ l Y},‘r §
R N s Ca .
1 YR Azen

£
=




- 107 -

La noblacidn media en un periodc ceterminado

Sea, por ejemplo, la ccuacidn Y.3+2x,y deseamos conocer Y entre los

puntos x4 =1y Xy = 9

Y : : . .
: pr: i
Ny
2‘5 g Aroo ABCD = Area EBCF porquo
"6 X tridngulo ABH = triflngulc HDF
t .
- N 1
FOl V- ok s S "
i P
8 4 '
?ﬂ i
J (g t
4 - !
. Ry ) T + =
P2 3 &5 8 o
i
7;—] XE e

[
jen
+
i
[evi
]
o
o}
@]
(e
O~
]

o
3
e
ct
=
(&)
]
o
vo

Lplicando el teorgma scbre el valor madio de
3 ~ry

. _ydx
Y N C eececes (87)

PR
Xy X X
! o [}

ax

Edne

Sy

9
= {/ (3+2x) dx

-1
W=
{ dx
B
Y ]
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=i

Xy=1 X =9 9 -1

Y

il

13

Recordemos que el ndmero de individuos en cualquier momento del afio

lo representamos por N 4 y su valor viene dado por la sigulente ecua

cidns e v
N 4 — Rt e-—(F"'M)Qf’ > -(F+M)p
P:

por lo tanto la poblacidn media en nidmeros, durante la fase de ex-
plotacidn la obtendremos aplicando el teorema del valor medio de una

funcidn acabado de exponer:

'f'i. {l \'_:_.."
— —— ' (7 11 > _ v
N g = P! JoN d d 6 = LR e (F+M) 4 5/-";": e (F+M )p a4
N S’ 3 ﬁ ;
[ 1o
Poniendo las constantes delante de la integral.
Al
L d —— X - ‘-"l - F
N 4 = Py = R! él e (F+1)p % o (F+M)4 4 4
habiendo eliminado el denominador porque é S = 1, luegos
Aei
— — \ - ) S T
N 4 = er =R 7/ e (F+M)p (_ 1 \} ( (F+l‘) 1Y
“ +M
P FRLSA .
Evansl -
ﬁlN = e-(F+M)p (15 ‘1 _ e-(F+M)£
., T=O VFHML §

-—
[]

\> e—(ﬁ+M)p

pero es una progresidn geométrica y sabemos por

‘-f
algebra gue la suma, S, de una progresidn geomdtrica viene dada por

la siguiente expresidn:



A or e s
A

V\
=ty N
dal moco s:Lg'ulente° .

a per 1

7 pow
n por A «
eesulzando entdnges ques g
5. e T ~(PH)R T, . oy L - (EeM)
L ORIy | L | itoe f
’{_1 e RSN foL ) 4
S simpiificando 4
- . . - ) ‘ cw P , ’
- (F+M o e o aa i
Py = _R 11 ~ 8 g? ??AR Ceebweo 188)7 Poblacidén media en n¥meros
. 4_7\/1 ’ . . R s
) el L _durante la fase de sxplotacidn.

ror otra parte sabemes que:

e TLo SFPRRT T
ty = ER! 31— e, A ,t:)" % S C ’
4 F+}f : ! ;

R ]

A

Corpnrzndo esta ecdacidn eon 1a ecuacidn (88) ‘se deduce

) t:‘.,f —;:-1:: RN (89)
LS “‘:"1_1" -

Beuacidn gue eStableCc'que PN es Lgaal a la opue en numeros, y de

este modo la pe°ca pom ﬁlldad oe esfue"zo es un buen 1nd ce de 1a

Jok¢331on media ahua], a condLnlon de que T ocea yerdaderamente pro

porc1onal al esfuerzo de pesca. ',” B Atk . .
3°ﬁ;onemo“ nal'ﬁr la,pob;aoyénkmedia an’ nitheros durante -

c nro«czoWQLac“on; p ;g_lnegqﬁde grmln r;la nobaac10r mes-

Dasde luego. en la fase de pre-explotacidn F = 0

Y : - dal U EA e ey AR - . Y P
=) . la cual en el ceso de nuestro problema,gdeberéyreeg

C Oa Lta DOL aci On. ‘ _ Clra R o Lnb R e T .




R o= Nimero de recl

; ~M 7
fer. Afo g R1 e = Numero de sobrevivientes en cualquier momen
‘tg 1 . ~ A A
| to del primer atio. (con 0 X 4 < 1)
1 .
i M, I . . iy
; R1 € " = Numero ds sobrevivientes al fin del primer afio.
%‘\.
-~ i
R -M w2 < . e = . - o
Rg + Roe = Mimero de individuos al comienzo del 2
%
f afic.
! B TN ! S e .
g (R2 4 R1 ) e = Numsro de individuos en cualquier
[} ™ £
2 Al’lO < . . ° .
! momento del 2° zno.
P ~M, =M “M L -oM -
By v Rype ) e =R, T R, e M~ Mimero de indi-
3 . > v
i viduos al fin
" del 2° afio.
2]‘/1— P . - . . e = - .
= Numero de Iindividuos ai comien-

Jer, Ao 4

S

(R, + R € + R, e

110 .-

utas que entran al 4rea de pesca

z0 del 3er. afio.
-M 4 . e s
) e — Numero de individuos &n
cualquier momento del

36_'4, ano s
-2OM - |V

Numero de individuos al £in del 3er. afio

y este proceso continuard hasta el momentc en que la primera clasc

anual R, devenga pegcable.

:



S B

81 Ty t, = p, en el afio p la ecuacidn serd:

-

Afo p LR1 ¢~ (=101 R, e~ (P-2)M Ry e - (p=3)H R, p’ e d _

Nimero de sobrevivientes en cualquier momento del afio p

PN
= *

©0 0000 (90)0

como Ry = R, = R3 = Rp = R, donde R &s una conatante que la pode-~

mos factorizar en (90) obteniendo:

. 3
R e 8 Le"(p'1)M+ e-(p—2)M+ e"(p”B)M# ooae"(p'p)MJ

7 =M 4 é} REREE (91) Esta ecuacidn da el

e —- M‘—':.J.-

namero de indivicuos vivos oresentss en el stoek en la Tase de Pre-

A

explotacidn en cualquicr momento 4 del afio p & posterior al afio D,
slempre y cuando el stock esté en squilibrio dindmico.
Para conocer la magnitud media en numero del stock dentrc de la fa-

se de pre-éxplotacidn pondremos:

s &
. 1‘: - : _,M
Bl = 4y ReTMP L o Pay
‘6 1
a #
Poniendo las constantes delante de la integral y suprimiendo el

oenomlnaaor puesto que es igual a la unidad:
o l

i

. {1
Bu= R 2 ™} oMA 4y
FAES /',
Rt ) ( 9 71
‘16‘7‘\% = R \; -I\’.Lp - e—M ZS‘
: — M|
o - -0




12 .
S My 7 i )
; LMD -M ;
N =R e pf"'_e_ [ - - et
R S B oM.
F )
- ”. _M =
Pt =R Y o= ® gy
: s M M

- ! “Mp , =M
Pﬁ~—1\% >_, e (e - 1)

T e LMy L (92)

}L\/i -
Pkt
L - Mp "y Vg . 2
pero 2 e es5 una progresion geométrica, en la cual la razon
’_:,:";_" 25 - Ivr .
comin es €™ y el ndmero de términos p, entunces:
el
< _-Mp -M '
— - M
FERSE 1 - &

por lo tanto, podrecmos escribir la ecuacidn (92) asi:

— ' : ..M \ ~M
Pl = R {L-,e P (1 - oMy
= M -M
(1 - ¢
8 finalmente:s
- _Mp. | . . '
Pil=R (1 «=e ") | voeous (93) Esta ccuacidn da la

poblacidn media en ndmeros durante la fase de pre-explotacidn.
En consecuencia, la poblacidn media PN en las fases de pre-explota
cidn y de expnlotacidn tomadas en conjunto serd:
— - -—
- t
Py = Py + Py

&8 reemplazandoc ?ﬁ Y ﬁﬁ por (93) v (88), respectivamente:

ﬁf)-l\\? = _B' (1 - e—I\/Ip) =4 R[ (1—6—(F+l‘{)’3)
H T+

Conocemos que:

R' = R e_M(tp'—tp)
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sustituyendo
P =R (i - e"MPy + R e_M(tp'-tp) [1 - e'(F+M)%1
M ¥ O . -

Factorizando R v
Py = R‘:l (1 - ey 4 e—M(tp'_tp) (1 - et +M)Aj]

y como hemos convenido en poner P =t ,-tp , tendremos finalmente:

By = RVE‘ (1 -y w7 (4 - DAY L o)
M P+M

™

que es el nimero medio de individuos en las fases de pre-explotacidn

v explotacidn tomadas en conjunto.

Neturalmente
si ‘tp,z'tp
p=0

La ecuacidn (94%) se convierte en:

.:F;T.j=__3_ (-‘l . e'- (F+I%))\ ) eocsocea (95)
SRS

La poblacidn media en peso o biomasa media.-
Siguiendo un procedimiento similar al anterior se puede demostrar la

poblacidn media anual en peso en la fase de explotacién,es:

3 -

B - nt oy <% -nk (t_,-t_) _ —(I*+M+nk)_.\]

Pl = R d(_,ﬁ__,_,LOQn e p' o D e EEEERY (96)
- F+ M+ onk N ’

y examinandoc la ecuacidn que da Yw se pedra ver ques:

F

1o cual quiere decir que la biomasa media anual en la fase de explota

.'5 \
s
W

cidn es igual a la captura por unidad de esfuerzo. Por otra parte la =

biomasa media en la fasc de pre-explotacidn ess

3
n= M + nk

y por lo tanto la biomasa media anual en las fases de pre-explotacidn

v explotacidn en conjunto serds
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Py = ﬁw + Pir 5 ¥y poniendo sus valores dados en (96)ly (97), res=-
pectivamentes _ 3

3 = - - -(F+M+nk)\] Y
PW = R! wv ,.L S ) e l’lk(tp( to) [1 - e f~+ R wmn:io _(‘Ln

P - F + Mknk

-

o~k (t 1=t ) [} - e'<M*nk)pl veeens (98)
M + nk

Examinemos ahora el efecto que tienc sobre la abundancia de la po=
blacidn los cambios en F. En una de las "Tablas" dadas anterior-

mente consignamos los valores Y5 pues bien, si estos valores de

YW los dividimos por los valoré% de F en esa misma "Tabla®" obten-
R -
dremos Y 8, lo que es lo mismo P » 1l.e. blomasa anuel media por
recluta.
R FR R

0.05 163.2 3,264.0

0.10 o4l,2 | 274000

0.20 295.2 1,476.0

0.30 288.9 963.0

0.40 271.2 678.0

0.50 258.0 516.,0

0.60 237.8 396.3

0.80 216.5 270.6

1.00 202.5 202.5

1.25 192.4 153.9

1.50 181.8 121.2

2.00 174%.0 87.0

i

z
S1 ploteamos Yw _W contra F obtendremos la curva de la Fig. 17.
R




En la Figura 18 se puede ver gue cuanto mayor es la edad a la primg

ra captura (t%g) mayor es la biomasa media anual por recluta,

5T W9 lo cual se debe, na
W= W _ﬁ—

turalmente, a que la peg
ca no estd teomando sino

parte del incremento na-

Py
R tural del stock.

5 10 1%
D t
Enfaticemos mds estos conceptos del sigulente modos

,ﬁﬁ ¢ La biomasa media anual en el pericdo explotable por recluta

R
se incrementa progresivamente hasta aproximadamente 10 afios
y luego decae rdpidamente, y c¢s que el efecto del crecimiento
en peso se balancea con la mortalidad hasta un punto en que la

mortalidad supera este crecimiento.

W W s Al aumentar tp' , como puede ocurrir al aumentar la luz
de la malla de las redes, sc aumenta la biomasa media
anual por recluta, 4 sea que a medida:que se deja crecer
al individuo sihvpescarlo, se obtiene mayor rendimiento
por recluta. El stock aumenta mds en peso por efecto
del crecimiento individuals que supera a‘las disminucio-

nes por mortalidad.
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Estimacione del coeficiente instanténeo de mortalidad total Z.-

El coeficiente instantdneo de mortalidad total Z es igual a la
suma de los coeficientes instantdneos de moftalidad por pesca F
¥ por causas haturales. ’

Z = F + M

Partiendo de 1la ecuacién diferencial que expresa la fbrma c¢dmo
varfa el nimero de individuos N por el efecto combinado de ¥ y Mg

av - (F+ M) N

at

obtendremos

al _ - (F+ M) at
N

integrandos
¥ i+

v
R }

CTAN - (F o+ M) oat
i N

N N Mg
,Iln ot - @ [t
. »r H " t

T NO : o}

1in Nt - 1n NO

i}

- (F+ M (t - to)
Si t - 0

In Ny = = (F + M)t

N
°.
o o0
N
0
-(F+M)t
N, =N e E ceeces (99)




rd . I'd
cuya grafica seria:s

)
!
¢
]

afio
Al aplicar la £érmula (99) debemos tener en cuente. siempre que F
y M ho soh ndmeros puros, y sus unidades dependen de las unidades
en que se de t. | |
Ejemplos:
- Si F y M han sido computados con t en afios la ecuacidn (89) se

escribira:

- L ()

N(1 mes) = Ny e 12

- Si F y M han sido computados con t en meses, la ecuacidn. (89)

. . rd
se esgcribirad

- (F+M)
N(1 mes) — No €

Consideremos ahora el decrecimiento que sufre una clase anual No

a través del tiempos

" Ndmero de individuos|Nimero de sobrevivientes
| presentes al comien jal final del.afio

ARo zo_del afio

ver |, N e'(i:;M?
O Y S B eﬂ(;ﬁi
3 er. | NJ e” - N2‘ N o3

r afio No e-(r-1)(F+M)= NE;{ Née_r(F+M)

3
¥ i

|




es e-(F+M), por lo tanto es decrecimiento de N, en funcidn del

1 . , . rd FRS » . ’
No’ N1, N27 N3, ceees N, es una serie geométrica cuya razdn comdn
tiempo es exponencial, cuya grifica podria ser, por e¢jemplo, la

siguientes
Ny

y
Tomando 1n a N, = N, e'(F+“)t obtenemos :

~1n Nt = 1n NO - (F+M)t

Ploteande 1n N, contra t nos dard una 1fnez recta
t

in XN,
In Nt in N1_x
? 1n N»o :
1n N4 '

fi

i . -(F+I\{) -
Si N1 = No e . 1n N1

e-(F+M)

In N, - (F+M)

N2 ='N1

o ~(F+M) .
Ny =1, ¢ co1n Ny < 1p Ny = (F+M)

S1 restamos dos valores consecutivos de las igualdades logaritmicas:

e ln N2‘= 1n N1 - (F+M)

- D _‘- 4..;6‘_‘- 1"- )
In Ny in N, = {ln N, - (P+M{j L}n N, - (F+M%} = 1n N, - 1n N1
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y del mismo modo se puede demostrar ques

1n N2—ln N 1n N1 - 1n N2

3 =

1n N3—ln Ny, =1In N

Esto quiere decir que las diferencias son todas de igual magnitud
bajo el supuesto que F y M son constantes.

Hemos establecido en (88) ques

—1{]. = R! -1

_ e—(F+M)?C] L
+M | J

que corresponde al nimero medio de individuos de una clase anual
durante un afio de un stock en equilibrio dindmico. Consideremos,
ahora la ecuacidn que da el ndmero de individuos de una clase anual
en un afio determinado, dentro de la fase de explotacién, para csto,
representamos el nimero de individuos, N, presentes al comienzo de

un afio x y pertenecientes a la clase anual © de la siguiente maneras
N
e x

Pntdnces el promedio de individuos durante el afio x serds

i J v - (F+M 1
ehx == SNX 1 = ¢ (F+P)!
F+M - -

Siendo este afio x el primero que vamos a considerar, en consecuelnl

cia, el promedio de sobrevivientes al final del afio serds

N “e—(F+M)
e X

Similarmente: : - ‘

7 -(F+M) - (F+1) |

9+1NX+1 =ex° 1-e i

F+ M e -
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Serd el nimero medio de individuos durante el segundo afio y la

’ = = - (F+M)
razon entre e+1NX+1 y eNx es entonces e

s por lo tanto, se
puede usar las razones de los promedios de abundancia de una clase
anual de cada dos afios consecutivos para obtener las tasas crudas
de mortalidad. Si consideramos que los promedios de abundancia de
cada clase anual estén representados por las frecuencias promedia-
les de esas diferentes clases anuales tal como aparecen en nmuestras
representativas tomadas del stock a lo largo de un afio, nos podre=-
mos valer de los valores asf hallados para computar los coeficiepn
tes de mortalidad F y M globalmente, es decir Z.

Consideremos €l ejemplo siguiente que se refiere a la pesqueria

de la "pletija" del Mar del Norte (Pleuronectes platessa).

Bijercicio 13.-

Computar Z y ajen el ejemplo siguiente que corresponde a la platija

del Mar del Norte,

Clase Anual Frecuencia
t Nt 1n Nt
IT : 125 4, 82831
III 1355 7.21286
IV 2352 7+ 7640
v 1761 747499
VI 786 6.66696
VII 339 5.82600
VIII 159 5.06890
IX 70 4, 24850

X 28 3433200




Ahora bien de:
e-(F+M)t

N

t:
1n N

N

0.
t =
dn Nt

(F+M) =

v
a
a

a

como ya se demostrd que a - 1

(F+M)t
~ (FaMDt

in N

t

t

7= 7.474%99 = 3.33200 = 0.830

1 - o~(0.830)5

1 - 0,015764
0.984226

121

_ e-(F+M)t

pondremos

Bl valor de Z = 0,830 significa la probabilidad de muertec en un

instante determinado de cualquiera de los individuos que componen

el stock, miéntras que a= 0.984236 es la fraccidn de individuos que

han rmuerto a lo largo de 5 aflos, o sea que al cabo de 5 afios han

muerto 98.4%.

EAL/ppc
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